Exercices 2026
PCSI Feuille n°3

Nombres complexes.

Forme algébrique et calculs

Exercice 1. Calculs en forme algébrique

Ecrire sous forme algébrique :
1 1+ 2

. o o2
@+30)(1-9,  B-207

Exercice 2. Equations d’inconnue complexe
Résoudre dans C les équations suivantes :
@ (2+i)z—3i=1+4,  (b)22+32=>5+1i.
Exercice 3. Puissances et bindme de Newton
En développant 2 I’aide du bindme de Newton, écrire sous forme algébrique (1 + 2i)3 puis (2 — 7)%.
Exercice 4. Sommes géométriques dans C

Calculer, a I’aide de la formule de la somme géométrique :

9 4 5
@Y " oY+ © ) 2"
k=0 k=0 k=2

Exercice 5. Factorisation de z"™ — w"™

a) Factoriser 2°> — 32 a I’aide de la factorisation de 2" — w™.

b) Soitn > 2etz € Ctel que 2" = let z # 1. Montrer que 1 + z + 22 4+ --- + 2”1 = 0. Que dit ce
résultat pour z = i et n = 4, puis pour z = j = e2™/3 etn =37

Plan complexe, conjugué et module

Exercice 6. Module et conjugué

Calculer :
142

2—1

@Bl o35 @] @ETan-.

Exercice 7. Ensembles de points
Déterminer et représenter 1’ensemble des points M d’affixe z vérifiant :

@ |z —1] = |z +1], (b) |z — 2i| =3, ©]z+1—-1i <2
Exercice 8. Caractérisation des imaginaires purs

. z4+1 . .. . .
Soitz € C\ {1},et Z = T Montrer que Z est un imaginaire pur si et seulement si |z| = 1.
z - —
Indication : Z est un imaginaire pur si et seulement si Z + Z = Q.
Exercice 9. Inégalité triangulaire et cas d’égalité

Soit z € C tel que |z| = 2.

a) A I’aide de I’inégalité triangulaire, montrer que 1 < |z — 1] < 3.

b) A I’aide du cas d’égalité dans ’inégalité triangulaire, déterminer les nombres z pour lesquels |z—1] = 3,
puis ceux pour lesquels |z — 1| = 1.



Notation exponentielle et forme trigonométrique

Exercice 10. Forme exponentielle

Déterminer le module et un argument, puis la forme exponentielle, de :
@1l4i, ®OV3—i, () —14+4/3, () — 4.
Exercice 11. Retour a la forme algébrique

Ecrire sous forme algébrique :
4€Z7T/6, 26—317r/4’ e2z7r/3.

Exercice 12. Equations d’inconnue réelle avec e**

Résoudre dans R, a I’aide de 1’égalité de deux exponentielles d’imaginaires purs :

(a) 63iz — 611'7 (b) ei(2x—7T/3) — ei(z+7r/6)’ (C) ei{E _ _e3i1"

Exercice 13. Formule de Moivre

Calculer, a I’aide de la forme exponentielle :

-\ 2026
@+0% ® (-3 © ij) :

Exercice 14. Linéarisation

3

A T’aide des formules d’Euler, linéariser cos®(z) puis sin?(z).

Exercice 15. Transformation de a cosx + bsinx
a) Ecrire /3 cos(z) — sin(z) sous la forme A cos(x + ).
b) Résoudre dans R 1’équation cos(z) 4 v/3sin(z) = 1.
¢) Déterminer le maximum et le minimum sur R de la fonction x — 3 cos(z) + 4 sin(z).

Exercice 16. Factorisation par ’angle moitié

a) Pour 6 €]0, 2|, déterminer le module et un argument de 1 — €.

b) Pour 6 € |m, 27|, déterminer le module et un argument de 1 + e'? (attention au signe de cos g).

dim/3

4
c) Appliquerb)ad = %, et vérifier le résultat en calculant directement 1 + e sous forme algébrique.

Exercice 17. Formes exponentielles de sommes

Ecrire sous forme exponentielle (avec un module positif) :
(a) e’iﬂ'/4 + 631'77/4’ (b) eiﬂ'/? o eiﬂ'/(j’ ©1+ 61’71'/3.
Exercice 18. Transformation de sommes en produits

a) Factoriser cos(2z) — cos(4x).

T 57
b Icul — —.
) Calculer cos 5 + cos B

¢) Résoudre dans R I’équation sin(3x) = sin(z).



Exercice 19. Sommes trigonométriques

3 3
k k
a) Calculer E cos (—F> et g sin (—ﬂ) d’abord a I’aide des valeurs remarquables, puis avec la formule
3 = 3

k=0
du cours.

b) Soientn € Netx € R\ nZ. Calculer Z cos(2kx) et Z sin(2kx).

k=0 k=0
27T n n
c) Soitn > letf = . Montrer que Z cos(kf) = Z sin(k@) = 0, et interpréter géométriquement
n+l k=0 k=0

ce résultat.

Racines carrées et équations du second degré

Exercice 20. Racines carrées sous forme algébrique
Déterminer, sous forme algébrique, les racines carrées de 3 + 44, de 5 — 127 et de 8 — 6s.
Exercice 21. Equations du second degré a coefficients complexes

Résoudre dans C :
(@22+224+45=0, (b)2>—(3+i)z+2+2i=0.

Pour (b), on pourra remarquer que (1 —i)? = —2i.

Exercice 22. Somme et produit

Déterminer deux nombres complexes dont la somme vaut 4 et le produit vaut 5.
Exercice 23. Equation bicarrée dans C

Résoudre dans C I’équation z* + 322 — 4 = 0.

Racines n-iemes
Exercice 24. Racines cubiques de I'unité

a) Résoudre dans C I’équation 23 = 1, et donner les solutions sous formes exponentielle et algébrique. On
notera j = e27/3.

b) Montrer que 1 + j + j2 = 0.
c) Placer les trois solutions sur le cercle trigonométrique. Quelle est la nature du triangle ainsi formé ?
Exercice 25. Racines n-iemes d’'un nombre complexe

Résoudre dans C, sous formes exponentielle puis algébrique :

(a) 2* = —16, (b) 23 = 8i.



Géométrie plane
Exercice 26. Triangle équilatéral

Soient A, B, C' les points d’affixes respectivesa =1+i,b=3+ietc=2+ (1 + \/§)z Calculer Z_ia, et
—a
en déduire la nature du triangle ABC.

Exercice 27. Alignement et orthogonalité

a) Les points A(1), B(2 + ¢) et C'(3 + 21) sont-ils alignés ?

b) Soient O(0), B(2 + i) et C(—1 + 2¢). Montrer que le triangle O BC est rectangle isocele en O.
Exercice 28. Rotation et homothétie
Soit €2 le point d’affixe w = 1 + 4, et A le point d’affixe 3.

Z, . . . ﬂ- Z . b
a) Ecrire I’expression complexe z' = f(z) de la rotation de centre €2 et d’angle 5 et déterminer 1’ affixe de

I’image de A.

b) Méme question pour I’homothétie de centre 2 et de rapport 2.

Exponentielle complexe et applications a I’analyse

Exercice 29. Calculs avec I’exponentielle complexe

2+im/3 eln 3—im/4
2

Ecrire sous forme algébrique e et e~ 117, Déterminer ensuite le module et un argument de

o321
Exercice 30. Equations avec I’exponentielle
Résoudre dans C, a I’aide de la caractérisation de 1’égalité de deux exponentielles :
(a) e* = —2, (b)e* =1+1, (c) e** = 1.
Exercice 31. Exponentielle et conjugaison
a) Montrer que, pour tout z € C, € = e*.
b) En déduire que e est réel si et seulement si Im(z) € 7Z.

Exercice 32. Dérivées de fonctions a valeurs complexes

Calculer la dérivée, sur R, de chacune des fonctions suivantes :
fz) = et g(z) = (1+i)e ™, h(z) = z .
Exercice 33. Primitives par la méthode complexe
A I'aide de la méthode de la partie 9.3, déterminer une primitive sur R de :
(a) T — €% cos(z), (b) z — e “sin(2x).
Exercice 34. Calculs d’intégrales

Calculer les intégrales suivantes :

/2 T
(a) / e’ cos(x) dux, (b) / e " sin(x) dx.
0 0

Exercice 35. Linéarisation et primitive

En linéarisant cos?(z), déterminer une primitive de x — €* cos?().

4



Pour aller plus loin

Exercice 36. Exercice plus difficile : I’équation 2> = %

2

Résoudre dans C I’équation z“ = z. On pourra commencer par passer aux modules.



Corrigés

Forme algébrique et calculs

Exercice 1. (2 + 3i)(1 —i) = 2—2i+3i —3i? = 5+4; (3—-2i)2 = 9—12i + 4i> = 5 — 12i ;

1 24 2—¢ 2 1. 1+2i (1+2¢)(3+¢) 34i4+6i+22 147
= = :7—71, = = = .
2440 (2414)(2—1) 5 5 57 3—4 10 10 10
1+ 4i 14+ 4d)(2—i 2 — i+ 8i — 4i? _ 647
Exercice 2. (a) (2 + i)z = 1 + 4i, donc z = 2+ i (1 +4)Q2—0) _ 2-i+8i—di Jg ' (b)On

+1 5 5
pose z =a+1ib: 22+ 32 =>5a—tb,doncdba —ib=5+idonnea=1letb=—-1:2=1—1.
Exercice 3. (1+2i)3 = 143(2i)+3(2i)2+(2i)3 = 14+6i—12—8i = —11—2i. (2—1i)? = 4—4i+i? = 3—44,
puis (2 —i)* = (3 —4i)2 =9 — 24i — 16 = —7 — 24i.

9 . )
1 — 410 2 2(1

Exercice 4. (a) Comme i # leti0 = 2 = —1: Y F = —" =~ = (I+3) _ 4w

Py 1—1 1—1 2

4 )
1—-(1 5+ 44
(144)% = (1+0)*(1 +1) = —4(1 + 1), donc ;—0(1 +i)f = < _((11% = J_FZ L= (5+4i)i=—4+5i.
1—(20)4 —4(1—16 60
(c) Premier terme (2@')2 = —4, raison 21, quatre termes : —4 X ( l,) = ( - ) = - =
1-—2 1-—2 1-—22

60(1 4 2¢
M:12+24i.

Exercice 5. a) 2° —32 = 25 — 2° = (2 = 2)(2* +22% + 422 + 82+ 16). b)Onaz" -1 = (z — 1)(1 +
z+---+ z"fl). Si z" = 1, le membre de gauche est nul ; comme z — 1 # 0, c’est le second facteur qui est
nul:14+z24---+2"1=0.Pourz=ietn=4:14+i—1—4=0.Pourz = jetn = 3: on retrouve
1+j+j%=0.

Plan complexe, conjugué et module

Exercice 6. (a) |3 — 4i| = v/9+ 16 = 5. (b) ‘ = 1 —H‘ f \/>
2—i V5

(f) =16.(d) (2+i)(1 —3i) =2—6i+1i— 31 = 5 — 51, donc le conjugué vaut 5 + 5i.

Exercice 7. (a) Avec A(1) et B(—1), la condition s’écrit M A = M B : ¢’est la médiatrice de [AB]. En posant

z=x+iy: (z—1)2 4+’ =22+ (y+1)2 e —22+1=2y+1% y= —ux, droite d’équation y = —=x.

(b) La condition s’écrit MC' = 3 avec C'(2i) : cercle de centre C'(0,2) et de rayon 3. (¢) |z — (=1 +14)| < 2:

disque fermé de centre D(—1,1) et de rayon 2.

Exercice 8. Pour 2 # 1, Z = ‘ + 1, donc

1—|—Z

@A +)8 =1+ =

e+ DE-D+(E+D(z-1)  (Z—ztz-1)4(22—2+2—-1) 2222
2+ 2= G110 = Z 1 RS

AinsiZciRe Z+72=0c22=1& 2| =1

Exercice 9. a) Inégalité triangulaire : |z —1| < |2|+|—1| = 3. Parailleurs 2 = |z| = [(z—1)+1| < [z —1]+1,
donc |z —1| > 1.b)Onal|z — 1| =3 = |z| + | — 1| si et seulement si z et —1 sont colinéaires de méme sens,
c’est-a-dire z = —t avec t > 0 ; comme |z| = 2, z = —2 (et on Vérifie | — 2 — 1| = 3). De méme, |z — 1| =1
équivaut a I’égalité |z| = |z — 1| + 1, c’est-a-dire que z — 1 et 1 sont colinéaires de méme sens : z—1 =1t > 0,
et|z| = |14t/ = 2 donne ¢t = 1, soit z = 2.

Notation exponentielle et forme trigonométrique

26m/4 (b)r =2, cosh = \f sm9——§,

I 1+iV3 = 262m/3. @) r =4,

Exercice 10. (a) r = V2, cosh = sinf = ‘[ ,0 =
0=—-Z:V3—i=2e""5 (0)r=2, cosﬁ——
cos =0,sinf = —1,0 = -7 —4j = 4e7"/2,

Exercice 11. 4¢'™/6 = 4(%—1—5@) = 2V/342i ; 2e3im/4 — 2(—?—%@') = —/2—i\/2; e2m/3 = —%—i—@i.

N[ kal

_|_
,sin9:§,0

6



Exercice 12. (a) 3z = v 271] <= 22 =0[27] <= 2z =0[n]. (b)2x - § =2+ § [27] <= =z = § [27].

(c) Comme —1 = €', on a —e%® = /(3247 et I’équation équivaut & z = 3z 4 7 [27], soit 2z = —7 [271],

soit z = 3 [7].

Exercice 13. (a) 1 +i = v/2¢/™/4, donc (1+1)'2 = (v/2) %3 = 64 x (—1) = —64. (b) 1 —iy/3 = 2e~7/3,
, 1 1+i)? 2§

done (1—iv3)” = 2%e7%7 = 512 x (=1) = =512. (©) 7 i J;Z) = 5 = i donc le nombre vaut

—1
2926 ; comme 2026 = 4 x 506 + 2, i?920 =2 = —1.
Exercice 14.

3 (e + e_””)3 e 4 36" + 3¢ 4+ 73 2cos(3z) + 6cosz  cos(3x) + 3cosw

cos® x = 5 = 3 = 3 = 1 )
(eix . e—ir)4 iz _ fe2in g _ fo—2iz | o—diz
sinz = - = )
(20)4 16
2 4x) — 8 2 6 dz) — 4 2 3
soit sind g — cos(4x) 16COS( x) + _ cos(4x) 8cos( x) + '

Exercice 15. a) a = v/3,b = —1,donca —ib = V3 +1i = 27™/0 (A = 2, p = ) V3cosz — sinz =
2 cos (x+ %) Dicia=1,b=+3,a— ib =1 —i\f = 26_”/3 donc cosz + V3sinz = 2 cos (x - g) ;
I’équation devient cos (z — %) = 3 = cos I, soitz — £ = £Z [27], donc S = {2k7 | k € Z} U {ZF + 2k |
keZ}.c)A=+/32+42=5,donc 3cosz + 4smx =5 cos(:c + ) pour un certain ¢ : le maximum vaut 5
et le minimum —5 (atteints car cos(x + ¢) prend les valeurs £1).

Exercice 16. a) 1 — ¢ = —2; s1n(2) /2. Comme g €10, 7|, Sing > 0, et —i = e /2 : module
2sing et argument 9 b1+ = 2cos( ) /2, Comme g €13, [ Cosg < 0: onécrit —1 = ™,
dott 1 + ¢ = 2COS (2) i0/247) " de module —2 cos 2 et d’argument + 7. c) Pour 6 = —’T : module
—2cos & = 1etargument 2 + 7 = 3 = —T [27], soit 1 + e*™/% = ¢~""/3. Directement, 1 + eim/3 =
1—1_ EY 1_ V3, —z7r/3'

- Y=g - Yi=e
Exercice 17. (a) On factorise par "™/ : ¢'™/4 4 ¢3im/4 = 2 cos ( — T)ei™2 = \/2¢™/2. (b) On factorise par
ei7r/3 . €i7r/2 _ eiTr/6 — 2 sin (%)ezﬁr/?) — 4 eim/3 — €5z7r/6‘ )1+ ez7r/3 — 9¢os (%)ezﬁr/6 — \/geiﬂ'/6
Exercice 18. a) cos(2z) — cos(4z) = —2sin(—z)sin(3z) = 2sin(z)sin(3z). b) cos % + cos 52 =
2cos (F)cos(F) = 2- \ég f i. c) sm(39:) — sin(z) = 2sin(x) cos(2z), donc 1’équation équivaut
asinz = 0 ou cos(2x) = 0, sonx = 0 [rjouz =% [Z].
Exercice 19. a) Avec les valeurs remarquables : 1 + % - % — 1 = 0 pour la somme des cosinus, et 0 4

in(2m/3
V3 + V3 + 0 = +/3 pour celle des sinus. Avec la formule (# = T, n = 3) : M = /3, donc
2 2 3 sin(m/6)
les sommes valent v/3 cos 7 =0et V3 3sin § = /3. b) On applique la formule avec § = 2z # 0 [27]

n o .

Dz 1

: E cos(2kzx) = Mcos (nx) et E sin(2kz) = W—+msin(nx). c) Ici 6 # 0 [27] car
sin x — sin x

n > 1, etsin = sin7m = 0 : les deux sommes sont nulles. Géométriquement, les points d’affixes e

(0 < k < n)sont les n + 1 racines (n + 1)-iemes de 'unité, et la somme de leurs affixes est nulle : leur

isobarycentre est O.

(n+1)8 iko
2

Racines carrées et équations du second degré

Exercice 20. On pose z = a + ib de carré w, avec a®> — b*> = Re(w), 2ab = Im(w) et a® 4+ b?> = |w|. Pour
3+4i:|w| =5,donca® =4,b%=1,ab>0: +(2+14). Pour5 — 12i : |w| = 13, donc a® = 9, b* = 4,
ab < 0:+(3 —2i). Pour 8 — 6i : |w| = 10,donc a®> = 9,b%> =1,ab < 0: (3 — ).
—2 4+ 4
Exercice 21. (a) A = 4 — 20 = —16 = (44)2, donc z = 5 Lo 142 (A= (34+14)% —4(2+2i) =
34+i+(1—1)
2

94+6i—1—8—8 =—2i=(1—1i)% donc z = ,80itz=2o0uz=1+1.



Exercice 22. Deux nombres de somme S = 4 et de produit P = 5 sont les racines de 2> — Sz + P =
4+ 2i
224z 45=0:A=16-20=—4= (2% doncz = ——— =2+,

Exercice 23. On pose Z = 2% : Z2 +3Z — 4 = 0 a pour racines Z = 1 et Z = —4 (somme —3, produit —4).
Alors 22 = 1 donne z = +1, et 22 = —4 donne z = +2i. S = {1, —1,2i, —2i}.

Racines n-iemes

Exercice 24. a) Les racines cubiques de I'unité sont e2%7/3 pour k = 0,1,2: 1, j = ¢%7/3 = % + §

=t = LB 14+ =1L -1 +i(P ) =0(u: 1442 ="k =0car
j3 = letj # 1). c) Ces trois points sont sur le cercle de centre O et de rayon 1, reguherement espaces d’un
angle %’r : ils forment un triangle équilatéral.

Exercice 25. (a) —16 = 16¢"™ : z = re' avec r* = 16, soit = 2, et 40 = 7 [27], soit § = T+ k—” Quatre
solutions : 2e"™/4 = \/2(1 + 1), 2e37™/* = /2(—1 + 1), 2e7/* = \/2(—1 — i), 277/ = \f(l —4). (b)
8i = 8¢'™/%: r3 = 8 donne r = 2, et 30 = T [27] donne 6 = T + 25T Trois solutions : 2¢™/6 = /3 + 4,
2e5/0 = —\/3 + 1, 2e37/2 = —2i.

1 et

Géométrie plane

— 14+1iv3
Exercice 26. Z ¢ _ +21f ¢'™/3. Son module vaut 1, donc AC' = AB, et son argument vaut %, donc
—a
I’angle (ﬁ , 1@) vaut 5 : le triangle ABC estisocele en A avec un angle de 5, donc équilatéral.
_ 94 9 _ 1+ 2i
Exercice 27. a) O + ,Z = 2 € R : les points sont alignés. b) S + - -
ZB — ZA 141 ZB — 20 2+

—1424)(2—1 —24+1+41+2
(1+2)2—9) = Rl + e i. Ce quotient est un imaginaire pur, donc (OB) L (OC) ; il

5
est de module 1, donc OC = OB Le trlangle OBC est rectangle isocele en O.
Exercice 28. a) 2/ — w = i(z —w), donc 2’ = iz + w(l — i) =iz + (1 +i)(1 — i) = iz + 2. Pour A(3) :
2 =3i42.b) 2 —w=2(>z—-w),donc 2 =2z —w=22—1—i.Pour A(3): 2/ =6—-1—i=5—1.

Exponentielle complexe et applications a I’analyse

Exercice 29. ¢277/3 = ¢2(cos T+isin ) = %4—@ iy en3=im/4 = 3e—im/4 — 3(@—@@) = 37\/5(1—2')
;e T — e~ leim — =1 Enfin €372 = e3e~?" a pour module e? et pour argument —2 (modulo 27).
Exercice 30. (a) —2 = 2¢'™ = 2™ donc e® = 277" = »—(In2+i7) € 2inZ: 2z = In 2+ (2k+1)iT,
keZ (0)1+i=2em/4 = a2/ done 2 = Ln2 + & 4+ 2ikm, k € Z. (¢) i = €™/2, donc
e = e™? = 2: — T € 2%nZ, soit z = T + ikm, k € Z.

Exercice 31. a) Avec z = a + ib: e? = e%(cosb + isinb) = e?(cosb — isinb) = e%e ™™ = 47 = %, b)
e €ER < e#=¢ < " =¢* < z—z € 2inZ. Orz — z = 2i Im(z), donc la condition équivaut 2
2iIm(z) € 2inZ, c’est-a-dire Im(z) € 7Z.

Exercice 32. f'(x) = (2+i)e®t)?. ¢/ () = (141)(—i)e™™ = (1—i)e ™. W (x) = e +x-ie"® = (1+iz)e™®

(2+i)z o2 2 2z
Exercice 33. (a)a =2,b=1: S (cosz +isin)(2 = i) = 6—[(200890+sinx)+i(2sin3:—
2+ ) 5
o2t e(—1420)z
cos x)] La partie réelle donne la primitive z > ?(2 cos T + sin a:) ®a=-1,b=2: 119 =
— i

~%(cos 2 + isin2z)(—1 — 2i) e ®
e "(cos 2z + ’LS51I1 z)( ) = % [(— cos 2z + 2sin 2z) +i(—2 cos 2z —sin 2z) | La partie imaginaire
—T

T €
donne la primitive  — — 3

(2cos(2z) + sin(2z)).

Exercice 34. (a) Avec a = b = 1, une primitive de e” cosz est F(z) = % (cosz + sinz), donc 'intégrale

. /21
vaut F(g) — F(0) = 62/2 _ % = 6T' (b) Avec a = —1, b = 1 : une primitive de e"“sinx est
—x 1 -
G(z) = —%(sinz + cos z), donc I'intégrale vaut G(m) — G(0) = &~ + § = +2€ .



9 1 + cos(2x) 9 e’ e”cos(2x)

Exercice 35. cos® x = — donc e” cos® x = 0l + — D’apres le cours (exemple de la partie
9.3), une primitive de e® cos(2x) est %(cos@x) + 2sin(2z)) ; une primitive de e* cos® z est donc
e’ e
Ay + E(Cos(%;) + 2sin(2x)).

Pour aller plus loin

Exercice 36. En passant aux modules, |z|? = |z|, donc |z| = 0 ou |z| = 1. Si|z| = 0, z = 0 (qui convient).

Si |z| = 1, alors z = — et I’équation devient 22 = —, soit 2> = 1: 2z € {1,,j2}. Réciproquement, ces trois
z z
2 _ 2ir /3

1
nombres sont de module 1 et vérifient 2> = 1, donc z - =28=1{0,1,5,5% avecj =e
z



