PCSI — Mathématiques Chapitre : Nombres complexes

Nombres complexes

PCSI

1 Construction de C, forme algébrique

1.1 Motivation : ’équation 2>+ 1 =0

Dans R, un carré est toujours positif ou nul : I’équation z?> = —1 n’a donc aucune solution

réelle. L’idée, pour résoudre ce probléme, est d’inventer un nouveau nombre, noté i, vérifiant
i> = —1, puis de construire un ensemble de nombres contenant & la fois R et ce nombre i, sur
lequel on sait additionner et multiplier en prolongeant les régles de calcul usuelles.

Remarque

Historiquement, ces nombres sont apparus non pas pour résoudre z2 +1 = 0 (que 1’on
peut se contenter de déclarer « sans solution »), mais pour résoudre certaines équations
du troisiéme degré a solutions réelles, dont les formules de résolution faisaient malgré
tout apparaitre des racines carrées de nombres négatifs.

1.2 L’ensemble des nombres complexes

Définition

On admet ’existence d’un ensemble, noté C, appelé ensemble des nombres complexes,
tel que :

e C contient R ;

e C est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de R, et qui
vérifient les mémes régles de calcul (commutativité, associativité, distributivité) ;

e C contient un élément noté i tel que 52 = —1 ;
e tout élément z de C s’écrit de maniére unique sous la forme

z =a+ b, avec a,b € R.

| r

Forme algébrique

L’écriture z = a + ib (avec a,b € R) est appelée forme algébrique de z. Le réel a est
appelé partie réelle de z, noté Re(z) ; le réel b est appelé partie imaginaire de z, noté
Im(z).

Attention

| r

La partie imaginaire Im(z) est un nombre réel (le réel b, et non ib) ! C’est une confusion
fréquente : z = 3 — 2¢ a pour partie imaginaire —2, et non —2i.
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Unicité de la forme algébrique

Pour tous réels a,b,a’, b :

a+ib=d +ib <<= a=detb="V.

En particulier, a +ib =0 <= a=0et b= 0.

Remarque

C’est ce théoréme d’unicité qui permet d’identifier les parties réelle et imaginaire de
part et d’autre d’une égalité entre deux nombres complexes : c’est une méthode de calcul
fondamentale, que I'on utilisera constamment dans ce chapitre.

1.3 Opérations et régles de calcul

Pour calculer avec les nombres complexes en forme algébrique, on développe comme dans R, en
remplacant systématiquement i? par —1 dés qu’il apparait.

Exemple
Soient z =2+ 3t et w=1—1.
z+w=2+1)+(3-1)i =3+ 2i.

axw=(243)(1—-9)=2-2i+3i—3i>=2+i—3(-1) =5+1.

| r

Remarque
Plus généralement, pour a,b,a’,b’ € R :

(a+1ib) + (a’ +ib') = (a+ad') +i(b+ V), (a+ib)(a’ +1ib") = (aa’ — bb') +i(ab' + a'b).

Attention

| '

Il n’existe pas de relation d’ordre sur C compatible avec les opérations, comme il en existe
une sur R : des écritures comme « z < w » ou « z > 0 » n'ont aucun sens pour des
nombres complexes non réels. On ne compare jamais deux complexes avec < ou <.

r

1.4 Réels, imaginaires purs

Définition

Soit z = a + ib un nombre complexe (avec a,b € R).
e 2z est réel si Im(z) =0, c’est-a-dire z =a € R ;

e 2 est imaginaire pur si Re(z) = 0, c’est-a-dire z = ib. On note iR '’ensemble des
imaginaires purs.

| r

Remarque

Le seul nombre complexe & la fois réel et imaginaire pur est 0.

.
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2 Le plan complexe

2.1 Affixe d’un point, d’un vecteur

Le plan étant muni d'un repére orthonormé (O;7,7), on associe a tout nombre complexe
z = a+1ib (avec a,b € R) le point M (a,b), appelé point image de z ; réciproquement, z
est appelé affixe du point M, noté z = aff (M) (ou zps).

De méme, on appelle affixe du vecteur @ de coordonnées (a,b) le nombre complexe zz =
a + 1b.

\

Cette correspondance z «— M(a, b) est une bijection de C sur le plan : le plan muni de cette
correspondance est appelé plan complexe.

Remarque

Par définition méme, Re(z) et Im(z) sont les coordonnées de M dans (O;7,7) : axe (Ox),
formé des points d’affixe réelle, est appelé axe des réels ; 'axe (Oy), formé des points
d’affixe imaginaire pure, est appelé axe des imaginaires purs.

iR
M(z), avec z =a+ib
b ,,,,,,,,,,,,,,
! R
0 a

(C’est cette représentation qui va nous permettre, dans toute la suite du chapitre, de donner une
interprétation géométrique systématique des notions introduites sur les nombres complexes
(conjugué, module, argument...).

Traduction des opérations
Pour deux points A, B d’affixes z4, zp :
e l'affixe du vecteur 1@ est zp — 24 ;

e laffixe de A + « (translaté de A par @, d’affixe zz) est z4 + 2z ;

e l'affixe du milieu I de [AB] est M.
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3 Conjugué et module

Remarque

Convention pour les schémas. A partir de maintenant, sur les schémas, on ne donne
plus de nom aux points : on se contente d’écrire leur affixe. En effet, I’affixe d’un point
détermine entiérement ce point (et réciproquement), si bien que l'on peut parler du «
point z » comme on parle du nombre complexe z : il parait superflu de nommer en plus
ce point M, A, etc. Seule 'origine du repére garde son nom habituel O (c’est le point
d’affixe 0).

~

3.1 Conjugué d’un nombre complexe

Définition

Soit z = a + ib (avec a,b € R). On appelle conjugué de z, noté z, le nombre complexe
Z=a—1b.

Siz =3—Dbi,alors Z =3+5i. Si z =7 (réel), alors Z =7 = 2. Si z = 4i (imaginaire pur),
alors 2 = —41 = —z.

Propriétés du conjugué

Pour tous z,w € C :

,
\

(i) 2=2;

Sl.\ Y

.

Remarque

Les deux relations (iv) et (v) permettent d’exprimer partie réelle et partie imaginaire
uniquement a 'aide de z et z :

r
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Caractérisation des réels et imaginaires purs

Pour tout z € C :

z2€ER <= z=72, z2€iR <— z=—=z.

Démonstration. z =a+ibeR << b=0 <= a—ib=a+1b <= Z = z. De méme,
2€IR <= a=0 <= a—ib=—(a+1ib) < z=—=z. [ |

Interprétation géométrique du conjugué

Le point d’affixe z est le symétrique du point d’affixe z par rapport a 'axe (Ox) (car
Re(z) = Re(z) et Im(z) = —Im(z)).

iR

Remarque

De méme, le point d’affixe —z est le symétrique du point d’affixe z par rapport a O
(symétrie centrale, cf. partie 5.3 du chapitre sur les fonctions usuelles) : Re(—z) = —Re(z)
et Im(—z) = —Im(z).

3.2 Module d’un nombre complexe

Définition

Soit z = a + ib (avec a,b € R). On appelle module de z, noté |z|, le réel positif

z| = vV a? + b2.
2| = v

| '

Remarque
On vérifie immédiatement que 2z = (a + ib)(a — ib) = a® — (ib)*> = a® + b?, donc
2Z = |2)?,

ce qui fournit une seconde maniére, souvent trés utile en calcul, de retrouver le module.

Attention

| r

Si z = a € R, on retrouve |z| = Va?, qui est bien la valeur absolue usuelle de a (cf.
chapitre 0, partie 2) : le module prolonge donc la valeur absolue & C tout entier, et on
utilise d’ailleurs les mémes notations | - |.
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Module et distance

Pour deux points A, B d’affixes z4, zp :
AB = |zp — z4|.

En particulier, pour un point M d’affixe z, OM = |z| : le module de z est la distance a
Porigine du point image de z.

iR
zB
zp — 24|
ZA
R
)
Propriétés du module
Pour tous z,w € C :
(i) 2] =0
(ii) |2| =0 <= 2=0;
(iil) |2] = 2] ;
(iv) |=z =2l ;
(v) ew| = [2]|w] ;
(vi) W:‘z’siw;éo;
wl - |wl
(vii) |z"| = |z|™ pour tout n € N.

Démonstration (propriété (v)). |zw|? = (zw)(zw) = z2wzw = (22)(ww) = |z|?|w|?. Comme
|zw] et |z||w]| sont deux réels positifs de carrés égaux, ils sont égaux. [ |

Partie réelle, partie imaginaire et module

Pour tout z € C :

|Re(2)| < |7|, avec égalité si et seulement si z € R,

IIm(2)| < |2, avec égalité si et seulement si z € iR.

\

Démonstration. Ecrivons z = a + ib (avec a,b € R). Comme b> > 0, on a 2|2 = a? + b* >
a®? = Re(2)?, donc, par croissance de la racine carrée sur R :

12| = Va2 = |a| = |Re(2)].

Il y a égalité si et seulement si a®+b% = a?, c’est-a-dire b = 0, c’est-a-dire z € R. Le raisonnement
est identique pour Im(z), en échangeant les roles de a et b. |
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Inégalité triangulaire, cas d’égalité

Pour tous z,w € C :
|2+ w| < [z] + [w].

Siz# 0,1l y a égalité si et seulement s'il existe A € Ry tel que w = Az.

Démonstration. On calcule, en utilisant 2z = |z|? et la linéarité de la conjugaison :

2+ wl? = (z +w)(z +w) = (2 + w)(Z+ @) = 22 + 20 + wZ + w.
Or wz = zw, donc 2w + wz = 2w + zw = 2Re(zw), d’ou
|z + w|? = |2)? + |w|* + 2Re(2w).
D’aprés le théoréme précédent, appliqué au nombre complexe zw :
Re(zw) < |zw0| = |z] 0] = || |wl],

donc )
|2+ w]* < |z + [w]® + 2| z|jw| = (|z] + w])”.

Comme |z + w| et |z| + |w| sont deux réels positifs, on en déduit, par croissance de la racine
carrée, |z +w| < |z| + |w|.

Cas d’égalité. Il y a égalité dans I'inégalité triangulaire si et seulement g’il y a égalité dans
Re(zw) < |zw|, c’est-a-dire, d’apres le cas d’égalité du théoréme précédent, si et seulement si
zw € Ry.

t
Supposons z # 0. Si zw =t € Ry, alors w = —, d’oi, en conjuguant (et comme ¢ est réel,
z

t=t):
t t tz t
w = — = - = — = 727
z z 2z |22
t _
donc w = Az avec A = W > 0. Réciproquement, si w = Az avec A > 0, alors zw = zAz =
z
A\2Z = )\]z|2 > 0. [ |

Remarque

Géomeétriquement, w = Az avec A > 0 signifie que les points O, M(z) et M’'(w) sont
alignés, avec M et M’ du méme coté de O (ou M’ = O) : 'inégalité triangulaire est une
égalité exactement quand le « triangle » OM M’ est aplati, les trois points étant alignés
dans le méme sens.

Remarque

L’inégalité triangulaire porte ce nom car, une fois les nombres complexes interprétés comine
des points du plan (partie 2), elle traduit le fait qu'un co6té d’un triangle est toujours plus
court que la somme des deux autres — sauf si le triangle est aplati, ce que précise le cas
d’égalité ci-dessus.

3.3 Meéthode : calcul de I’inverse et du quotient
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Méthode

Pour mettre l'inverse (ou un quotient) de nombres complexes sous forme algébrique, on
multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur, afin de faire
apparaitre 2z = |z|? au dénominateur, qui devient alors réel :

= — (z #0).

.
Remarque

Cette méthode est exactement analogue a celle de la quantité conjuguée utilisée pour
lever une indétermination avec une racine carrée (chapitre 0, partie 3.3) : dans les deux
cas, on multiplie par une quantité « conjuguée » pour faire disparaitre une racine (ici, la
racine de —1 cachée dans 7).

Exemple

|

sous forme algébrique. On a |3 + 4i|> = 32 + 4% = 25, donc

Mettons
3+ 4

1 3— 44 3 4
= = — — —i.
3+ 4 25 25 25

z
De méme, pour un quotient —, on multiplie haut et bas par w :
w

2447 (2+0)(1+2) 24+4i+i+22 2+45-2 5
= = = =S8R

1—2i  (1—24)(1+ 29) 1+4 5 5

3.4 Meéthode : calcul d’une puissance a I’aide du binéme de Newton

Formule du binéme de Newton

Pour calculer une puissance (a+ b)™ avec n petit, on généralise les identités remarquables
déja connues :
(a+b)? = a® + 2ab + b?,

(a+b) = a® + 3a*b + 3ab® + b°,
(a+b)* = a* + 4ab + 6a%b* + 4ab® + b*.

Les coefficients qui apparaissent dans ces développements (1,2,1 puis 1,3,3,1 puis
1,4,6,4,1) se retrouvent trés simplement a l'aide du triangle de Pascal :

Chaque ligne commence et se termine par 1 ; chaque coefficient intérieur s’obtient en
additionnant les deux coeflicients situés juste au-dessus de lui, sur la ligne
précédente. La ligne numéro n (en comptant & partir de 0 pour la premiére ligne) donne
alors les coefficients du développement de (a + b)".
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Exemple

Calculons (1 4 )* & I’aide de la ligne 1,4,6,4, 1 du triangle de Pascal :
(14+4)* =1+ 4i + 6% + 443 +i*.
Comme i2 = —1, i* = —i et i* = 1, il vient

A+t =1+4i—6—-4i+1=—4.

3.5 Meéthode : factorisation de 2" — w", sommes géométriques, racines d’un
polynéme

Factorisation de z" — w

.
.

N
S
S
S

Pour tous z,w € C et tout n € N* :

zn_wn:(Z_w)(zn—l+zn—2w+_"+zwn—2+wn—1),

c’est-a-dire 2" —w g zk =ity

\

Démonstration. Développons le membre de droite :

n—1
_w)E:anlk: E:Zlﬁ—lnlk E:Zk n—k'
k=0

En posant j = k + 1 dans la premiére somme, on voit que les termes se simplifient deux a deux
(somme « télescopique ») :

E:z] n—j _ E:ank nwo_zown:zn_wn' ]

Exemple

En particulier, pour w = 1: 2" — 1 = (2 — 1)(1 +24+224- -+ z"’l). Par exemple,
22— 1= (2—1)(2%2+ 2+ 1) : les solutions de 2% = 1 sont donc z = 1 et les racines de
—14iV3

22+ 2z+1=0, cest-a-dire z = 5

Somme géométrique

| '
N
S
.

Soient ge CetneN. Sig#1:

1— qn+1

n
k=0 1-4

Si g = 1, cette somme vaut n + 1.

7

Démonstration. Si ¢ = 1, la somme comporte n+1 termes égaux & 1. Si ¢ # 1, la factorisation
précédente, appliquée & z = 1, w = q et & I'exposant n + 1, donne

n
1—¢"" = (1-9)) d",
k=0
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et il suffit de diviser par 1 — ¢ # 0.

Remarque
Plus généralement, pour ¢ # 1 et 0 < p < n, on retient la formule sous la forme
nombre de termes 1— qnfp+1

— P
1—¢q 9 1—¢q

1—g¢q

n
Z ¢* = (premier terme) x
k_

|
=

| '

Attention

La formule de la somme géomeétrique est valable pour tout ¢ € C distinct de 1, y compris
pour un nombre complexe non réel comme g = i ou ¢ = €. Le cas ¢ = 1 doit toujours
étre traité & part, car il conduirait & une division par 0.

| '

Exemple

7 .
1-48 1-1
Avec g =detn=17: E ik:%zl - = 0. Avec ¢ = 1+ 17 et n = 3, comme
—1 —1

(14+4d)*=—4:

Factorisation de P(z) — P(a)

n

Soit P(z) = Zakzk un polynéme a coefficients complexes (n € N* a5 € C), et soit
k=0
a € C. 1l existe un polynéme @ de degré au plus n — 1 tel que, pour tout z € C :
P(z) — P(a) = (z — a) Q(2).

Siap # 0, Q est de degré exactement n — 1, de coefficient dominant a,.

\

Démonstration. Le terme ag disparait dans la différence, et on factorise chaque 2¥ — a* -
n n k—1
P(z) — P(a) = Zak(zk — ak) = Zak(z —a) Z 2k,
k=1 k=1 §=0
n k—1 o
On met z — a en facteur : P(z) — P(a) = (2 — a)Q(z), avec Q(z) = ZakZak_l_Jz], qui
k=1  j=0
est un polynéme de degré au plus n — 1. Le seul terme en 2"~ ! est celui obtenu pour k = n et
j=mn —1, de coeflicient a,,. [ |

Racine d’un polynéme et factorisation

Soient P un polynome a coefficients complexes et a € C. Alors
P(a) =0 < P(z) = (2 —a)Q(z) pour un certain polynéome Q.

En particulier, un polynéme non nul de degré n admet au plus n racines complexes.

10
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Démonstration. Si P(a) = 0, le théoréme précédent donne P(z) = P(z) — P(a) = (z —a)Q(z).
Réciproquement, si P(z) = (z — a)Q(z), alors P(a) = 0.

Montrons la derniére affirmation par récurrence sur le degré n. Un polyndéme de degré O est
une constante non nulle, qui n’a aucune racine. Si P est de degré n > 1 et admet une racine
a, alors P(z) = (z — a)Q(z) avec @ de degré n — 1 ; toute autre racine de P (différente de a)
est une racine de @, qui en a au plus n — 1 par hypothése de récurrence. Donc P a au plus
1+ (n — 1) = n racines. [ |

Factoriser un polynéme dont on connait une racine

Si ’on connait une racine a d’'un polynéme P de degré n, on écrit P(z) = (2 —a)Q(z), ou
Q est de degré n — 1 & coefficients inconnus, que 'on détermine par identification des
coefficients. Il reste ensuite & chercher les racines de ), de degré plus petit.

Soit P(z) = 2% — 222 + 2 — 2. On remarque que P(2) = 8 =8 +2 — 2 = 0, donc
P(z) = (2 — 2)(2% + bz + ¢). En développant,

(z=2)(22+bz+¢) =224+ (b—2)22 + (¢ — 2b)z — 2c.
Par identification, b —2 = -2, ¢c—2b=1et —2c=—2, dou b=0et ¢ = 1. Ainsi

P(2)=(z=-2)(22+1) = (2 - 2)(z — ) (z +9),

et les racines de P dans C sont 2, i et —i.

4 Notation exponentielle

4.1 Définition et propriétés

Définition

Pour 6§ € R, on note
0

e :=cosf +isind.
iR
7
i0
sinf |------- ©
0
. R
—1 0] cosf 1

11
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Le nombre e

= cosf + isinf est donc laffixe du point de coordonnées (cos@,sinf) du cercle
trigonométrique : le cercle trigonométrique est exactement I’ensemble des nombres complexes de

module 1.

Remarque

Cette notation n’est a priori qu'une simple abréviation d’écriture. Elle se justifie a
posteriori par le fait que cette fonction 6 — e vérifie les mémes régles de calcul que
Pexponentielle réelle (théoréeme ci-dessous) : on prolonge ainsi la notion d’exponentielle
aux nombres imaginaires purs, ce qui est généralisé & tout nombre complexe dans la
derniére partie du chapitre (partie 9).

Régles de calcul

Pour tous réels 6, p et tout n € Z :
(1) 0ol — (i(0+9) :

oy 1 _
(11) BW = o 3
i0
(ii) % — ¢il0—0) .

\

Démonstration (propriété (i)). C’est exactement la formule d’addition pour cos et sin
(chapitre sur les fonctions usuelles, partie 2.7) :

e = (cos O + isin 0)(cos ¢ + isin ) = (cos 0 cos ¢ — sin O sin @) + i(sin  cos ¢ + cos Osin @),

qui vaut cos(f 4 ¢) +isin(f + ) = ' 0T%) d’apres les formules d’addition. [ |
iR iR
Ai(0+%)
61’9 elp
i 0+ ¢ eig
ol Ao 4
—9 | R 0 R
! 0
—67.’9 677.'9 — it
Conjugué (symétrique par rapport a (Ox)) et Produit : les angles s’ajoutent, ici
opposé (symétrique par rapport & O). eifeiv — i(0+9)

Egalité de deux exponentielles d’imaginaires purs

Pour tous réels 6, ¢ : ‘ ,
¥ =¥ — 9= @ [27].

12
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Exemple

On retiendra en particulier les valeurs remarquables : '™ = —1, /2 = j e=""/2 = —j,
e2*™ = 1 pour tout k € Z.

. J

Remarque

L’égalité '™ = —1, reliant les cinqg constantes e, i, 7, 1,0 par €™ 4+ 1 = 0, est souvent citée
comme l'une des plus belles formules des mathématiques (formule d’Euler).

4.2 Formule de Moivre

Formule de Moivre

Pour tout 0 e R et tout n € Z :

(cos@ + isinf)" = cos(nh) + isin(nh).

Démonstration. C’est la traduction, en notation trigonométrique, de (ew)n = enf, |

La formule de Moivre, combinée & la formule du binéme de Newton, permet d’exprimer
cos(nf) et sin(nf) en fonction de cosé et sinf : on développe (cos@ + isinf)", puis on
identifie parties réelle et imaginaire avec cos(nf) + isin(nf).

\.

Exemple

Exprimons cos(36) en fonction de cosf. D’aprés la formule du binéme :
(cos @ + isin0)® = cos® O + 3i cos® fsin ) — 3 cos fsin? ) — i sin® 6.

En identifiant la partie réelle avec cos(36) :

cos(30) = cos® § — 3 cosfsin®f = cos® § — 3cos (1 — cos? §) = 4cos® § — 3cos .

4.3 Formules d’Euler et applications

Formules d’Euler

Pour tout 8 e R :

0 —16 20 —i0
+e =@
cosf = , sinf = :
2 23
Démonstration. On a ¢ = cosf 4 isinf et e = cos@ — isinf ; il suffit d’ajouter (resp. de
soustraire) ces deux égalités et d’isoler cosf (resp. sin6). ]

Linéarisation

Les formules d’Euler permettent de linéariser une expression comme cos™ # ou sin” 6,
c’est-a-dire de 'exprimer comme une combinaison de cos(kf) et sin(k6) (utile, par exemple,
pour calculer une primitive) : on remplace cosf (ou sinf) par sa formule d’Euler, on
développe avec le binome de Newton, puis on regroupe les termes conjugués e’*? =0 —

13
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2 cos(k0).

Exemple

| r

Linéarisons cos® @. D’aprés la formule d’Euler et le binéme de Newton :

) el 4 e=0\2 o200 4 9 —2if (em + 6721'0) +2
cos’ = —— | = = )
2 4 4
2cos(20) +2 1+ cos(26)
4 B 2 ’
formule que I’on retrouve aussi directement & partir de cos(26) = 2 cos? # — 1 (chapitre sur
les fonctions usuelles, partie 2.7).

soit cos? f =

5 Argument et forme trigonométrique (ou exponentielle)

5.1 Argument d’un nombre complexe non nul

Soit z # 0 d’affixe M, de module r = |z| > 0. Le point M appartient au cercle de centre O et de

rayon 7 : on peut donc repérer sa position par I'angle § = (7, OM), exactement comme pour le
point M (0) du cercle trigonométrique (chapitre sur les fonctions usuelles, partie 2.1), & ceci prés
que le rayon vaut ici r et non 1.

Définition

Soit z € C* (c’est-a-dire z # 0). On appelle argument de z, noté arg(z), une mesure en
radian de 'angle (i’, OM), ol M est le point d’affixe z. Il n’est défini qu’a un multiple
de 27 prés :

arg(z) [27]

(cf. la notion de congruence modulo 27, chapitre sur les fonctions usuelles, partie 2.8).

Attention

| '

Le nombre 0 n’a pas d’argument : son point image est le centre O du cercle, et aucun
angle (7, O@) n’est défini.

5.2 Forme trigonométrique, forme exponentielle
Puisque ¢ = cosf + isinf (partie 4.1), les écritures « trigonométrique » et « exponentielle »

d’un nombre complexe ne difféerent que par la notation : on les réunit donc en une seule.

Forme trigonométrique (ou exponentielle)

Tout nombre complexe z # 0, de module r = |z| et d’argument 6 = arg(z), s’écrit

z=r(cosf +isinf) = re'.

Cette écriture est appelée forme trigonométrique ou forme exponentielle de z.
Réciproquement, si z = p(cos a+isin a) = pe'® avec p > 0, alors p = |z| et « = arg(z) [27].
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Justification. Par définition du cosinus et du sinus sur le cercle trigonométrique, le point
M(0) de ce cercle a pour coordonnées (cosf,sinf). Le point d’affixe z est a distance r de O,
dans la direction repérée par I'angle 6 : ses coordonnées sont donc (rcos@, rsinf), c’est-a-dire

2=rcosf+irsinf = re?.

Méthode

Pour déterminer le module et un argument de z = a + b :

1. on calcule r = |z| = Va? + b? ;

a b
2. on cherche 6 tel que cos = — et sinf = — (ces deux conditions déterminent 6 de
r
facon unique modulo 27, contrairement & une seule d’entre elles) ;

3. on conclut : z = ret

| r

Exemple

Déterminons le module et un argument de z = 1+ 4v/3. On a r = /1 +3 = 2, puis
cosf = % et sinf = @ : d’apres les valeurs remarquables (chapitre sur les fonctions

usuelles, partie 2.2), 6 = g [27]. Ainsi

1+iV3= 2(cosz+isinz) — O

w
w

Attention

Il ne suffit pas de calculer arctan (2) pour obtenir 6 : cette formule ne donne un argument
correct que si a > 0 (elle ignore sinon le signe de a, donc le quadrant dans lequel se trouve
M). Le plus sir est toujours de vérifier les deux conditions sur cos 6 et sin 6.

5.3 Propriétés de 'argument

Théoréme

Pour tous z,w € C* et tout n € Z :

(i) arg(zw) = arg(z) + arg(w) [2n] ;
(i) arg () = — are(z) [2n] ;

arg (=) = arg(2) — arg(w) [27] ;
arg(=") = narg(z) 2] ;

arg(z) = —arg(z) [27] ;
arg(—z) = arg(z) + 7 [27].

\.

Justification. Ces propriétés découlent directement de I'écriture en forme exponentielle z =
re?? w = se’?, et des régles de calcul sur e (partie 4.1) : par exemple, zw = rs ¢'0+2)  on
rs > 0, donne par identification |zw| = rs = |z||w| et arg(zw) = 0 + ¢ [27].

15
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Remarque

La propriéteé (i), arg(zw) = arg(z) + arg(w) [27], est la plus importante de cette liste :
multiplier deux complexes revient & multiplier les modules et additionner les
arguments. C’est elle qui explique, par exemple, pourquoi multiplier par ¢ (de module 1
et d’argument %) revient géométriquement a effectuer un quart de tour direct.

5.4 Meéthode : transformation de acosz + bsinz en Acos(z + ¢)

Transformation de acosz + bsinzx

Pour transformer une expression de la forme acosx + bsinz (avec (a,b) # (0,0)) en une
expression de la forme A cos(z + ¢) :

1. on remarque que acosx + bsinx = Re((a —ib) eiw) :
2. on écrit a —ib sous forme exponentielle : a—ib = Ae™¥, ot A = Va2 + b? et ¢ vérifie
a . b
COS()O = Z, Slns@ =] —Z ,

3. on conclut : acosz + bsinz = Re(Ae'?e'™) = Re(Aei(“’“'“p)) = Acos(z + ).

L

Transformons cosz + sinz. Ici a = b = 1, donc A = V12 +12 = /2, et ¢ vérifie
cosp = %, sinp = —%, soit ¢ = —Z [27]. Ainsi

cosx +sinz = \/§cos (a:— %)

Remarque

Cette écriture est particuliérement utile pour résoudre une équation (ou une inéquation) du
type acos x+bsinx = ¢, ou pour déterminer le maximum et le minimum de a cos z+bsin x
sur R, qui valent respectivement A et —A.

5.5 Meéthode : factorisation par ’angle moitié

Factorisation par I’angle moitié

Pour tout § e R :

. N . O\ .
1+¢? =2cos (5)610/2, 1—e? = —2isin (5)629/2.

Démonstration. On factorise par €?/2, puis on utilise les formules d’Euler (partie 4.3) :

14 e — ¢if/2 (efi9/2 i ei9/2) — 9cos (g)ewm’

1 — 0 — ,i0/2 (6—19/2 - ei0/2) — _9isin (g)ew/g -

16
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Remarque

Interprétation géométrique. Considérons les points d’affixes 0, 1, € et 1 + €%,
Puisque laffixe 1 + e est la somme des affixes 1 et e, ces quatre points forment
un parallélogramme, dont deux cotés consécutifs ont méme longueur (|1] = |e¥| = 1)

c’est un losange. Ses diagonales sont les bissectrices de ses angles et se coupent
perpendiculairement en leur milieu. Ainsila diagonale joignant 0 & 1+ €% est la bissectrice

. . 0
de I’angle de mesure # formé par les points 1 et €?, donc arg (1+e’9) = —. Dans le triangle

rectangle formé par 0, par le point 1 et par le milieu de cette diagonale, ’hypoténuse vaut
0 ; 6

1 et I’angle en 0 vaut 5 la demi-diagonale mesure cos 2 donc ‘1 + ew’ = 2cos 3 L’autre

diagonale, perpendiculaire & la premiére, joint les points e’ et 1 : le vecteur allant de e

a 1 a pour affixe 1 — €%, sa longueur 2sin 3 est le module de 1 — €%, et son argument est

(NS
N

I L 1+e®

[V

[V

Factorisation par I’angle moitié

Pour déterminer le module et un argument de 1 + € (ou de 1 — ) :

0/2 de facon a faire apparaitre e?/2 + ¢=10/2 — 2005% (resp.

—2isin %) ;

1. on factorise par e
o—10/2 _ 5i0/2 _

2. on étudie le signe du facteur réel cos g (resp. sin g) : 8il est strictement positif, c’est
0 s

le module, et g (resp. £ — %, car —i = e~™/2) est un argument ; s’il est strictement

négatif, on écrit —r = re'™ pour se ramener & un module positif.

La méme méthode permet de factoriser e? & ¢ : on factorise par e/®T%)/2 ce qui donne
i0 i 0—¢ i(0+p)/2
e’ 4+ €'Y = 2cos (T) et\vTe)/e

e¥ — e — 2jsin <u>ei(9+”)/2.
2

17
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Attention

L’écriture 2 cos (g)ei‘g/2 n’est la forme exponentielle de 1+ ¢’ que si cos (g) > (. Si par
exemple 0 = 37”, alors cos 3% < 0 : le module est —2 cos g, et un argument est g + .

Exemple

| '

Soit @ €] — m,w[. Alors § €] — 2, Z[, donc cos§ > 0: 1+ ¢ a pour module 2cos § et
pour argument g. Par exemple, pour 6 = %’r, on obtient 1+ e27/3 = 2 cos & eim/3 = ¢im/3,

Exemple

| r
\

Soit 0 €]0,2x[. Alors sing >0et —i =e /2 donc
1—¢e? =2sin (g)ei(g_”)m.
2

De méme, elm/2 1 im/6 — 9 cog % elm/3 = /3 eim/3,

Factorisation de cosf =+ cos ¢ et de sinf =+ sin ¢

Pour tous réels 6, ¢ :

0 — 0
0050+cosg0=2008< 290> cos( —;('0>,

cos ) — cosp = —2sin (9_90) sin (9+<’0),

2 2
0 — 0
sin9+sin<p=2cos( ('O)sin( —HD),
2 2
0 — 0
sin@—sin<p:2sin< (’D)cos( +(’0)
2 2
) ) 0+ 0—¢ ., .. , "
Démonstration. Posons a = 5 et 5 = — D’aprés la factorisation par ’angle moitié

de ¥ + €'
e 4+ ¢ = 2cos e = 2cos Bcosa—+i2cos Bsina.
En identifiant parties réelle et imaginaire, on obtient les formules pour cos §+cos ¢ et sin 6+-sin ¢.

De méme,
e — €% = 2isin B ' = —2sin Bsina + i 2sin B cos a,

ce qui donne les formules pour cos — cos p et sinf — sin . |

Résolvons dans R ’équation cos(3z) + cos(z) = 0. D’aprés la premieére formule (avec
0=3xet p=n1x):
cos(3x) + cos(z) = 2 cos(2x) cos(z).

L’équation équivaut donc & cos(2z) = 0 ou cos(z) = 0, c’est-a-dire & z = T [5] ou
=

=7 [n].

18
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5.6 Meéthode : sommes de cos(kf) et de sin(k6)

Sommes de cos(kf) et de sin(k6)

Soient n € N et § € R avec § # 0 [2r]. Alors

(n+1)9
sin ( ) nf
Zcos k0) - (g) cos <?>,
(n+1)9
sin ( ) . (/nb
Zsm (k0) - (g) sin (;)

Si 6 =0 [27], ces sommes valent respectivement n + 1 et 0.

\.

n
Démonstration. Posons Z = Z e™™ . Par linéarité de la partie réelle et de la partie imaginaire,

k=0
Re(Z) = > cos(kf) et Im(Z) = > sin(k#). Si# = 0 [27], tous les termes valent 1, donc Z = n+1.
Sinon, g =€ #£1et Z = Y r—o q" est une somme géométrique (partie 3.5) :

1— ei(n+1)9
L =——
1— et
On factorise numérateur et dénominateur par I’angle moitié, en utilisant 1 — e = —2isin 3 elo/2
i (A0 Ji(n+1)6/2 o ((nt1)6
7 — _225111( 2 )ez(n ! _ Sm( 2 ) oinf/2
—2isin (g)ew/2 sin (g)

Ici sing # 0 car 6 £ 0 [27] ; on conclut en prenant parties réelle et imaginaire. [ |

Calcul de > cos(kf) et > sin(k6)

Pour calculer C' = Zcos(k@) et S = Zsin(k@) :

k=0 k=0
1. on pose Z =C +iS = Zeme = Z (ew)k ;
k=0 k=0
2. si ¢ =1, on a directement Z = n + 1 ; sinon, on applique la formule de la somme

géométrique de raison e # 1 ;
3. on factorise numérateur et dénominateur par ’angle moitié, puis on simplifie ;

4. on prend la partie réelle de Z pour C, et la partie imaginaire pour S.

\

Attention

Si 6 = 0 [27], la raison ¢ vaut 1 et la formule de la somme géométrique ne s’applique
pas (elle contiendrait une division par 0) : ce cas se traite a part, et donne C' =n + 1 et

S=0.

19
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: 66 i 37w

sin (27 sin <¢
Pour@zzetnzf),ona .(3): - iz—ﬁ,donc

2 sin (5) sin §

5

5
kZ:Ocos (%) = —V2cos (%) =1, ;_Osin (%) = —/2sin (%) -1

On le vérifie directement : 1+0—-14+0+14+0=1et0+1+0—-1+0+1=1.

6 Racines carrées et équations du second degré a coefficients
complexes

6.1 Existence et nombre de racines carrées

Existence et nombre de racines carrées

Tout nombre complexe a # 0 admet exactement deux racines carrées complexes (c’est-a-
dire deux nombres complexes z tels que 22 = a), opposées 1'une de I'autre.

Démonstration. Ecrivons a sous forme exponentielle : a = pe’?, avec p = |a| > 0 (partie 5.2).
Cherchons z = re' (avec r > 0) tel que 22 = a. Comme 22 = r2e?? Végalite 22 = a équivaut,
par unicité de la forme exponentielle, &
r2=p et 20 = ¢ [27].
La premiere équation donne r = ,/p (car r > 0), de fagon unique. La seconde équivaut a
0= % [7], ¢’est-a-dire, modulo 27, &
' ¥
== ou 0==+4m.
2 2 +
Ces deux valeurs de 6 sont distinctes modulo 27 : il y a donc exactement deux racines carrées,

20=pet = peET = — pell? =

qui sont bien opposées 'une de 'autre. |

Remarque

Contrairement au cas d’un réel positif, il n’existe aucun moyen de distinguer 1'une de
ces deux racines comme étant « la » racine carrée de a (il n’y a pas de relation d’ordre
sur C, cf. partie 1.3) : ¢’est pourquoi on parlera plus loin d’une racine carrée 0 de A (et
non de la racine carrée), pour résoudre une équation du second degré (partie 6.3).

6.2 Racines carrées sous forme algébrique

Pour déterminer les racines carrées d'un complexe Z = X +iY (avec X,Y € R) sous
forme algébrique, on cherche z = x4+ iy (avec z,y € R) tel que 22 = Z. En développant
22 = (2% — y?) + 2ixy et en identifiant avec Z = X + Y, ainsi qu’en passant au module

20
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(|22 = |Z|, soit 2% + y®> = VX2 + Y2), on obtient le systéme :

x2_y2:X
22 4+12 = VXI5 V2
2cy =Y

Les deux premiéres lignes donnent 22 et 3 (donc x et y au signe prés) ; la troisiéme ligne
permet de choisir le bon signe pour y en fonction de celui de z (ils doivent étre de méme
signe que Y).

L

Déterminons les racines carrées de Z = 3 + 44. On pose z = x + iy, avec :

:E2—y2:3
20y =4>0

Les deux premiéres équations donnent z? = 4 et 32 = 1, soit = +2 et y = 1. Comme
2y =4 > 0, = et y sont de méme signe : les solutions sont z =2+1iet 2z = —2—1i (on
vérifie : (2+1i)2 =4+ 4i — 1 = 3 + 44, correct).

6.3 Résolution générale

Résolution de az?2 +bz+c=0

Soient a,b,c € C avec a # 0. On pose A = b? — 4ac (le discriminant, qui est ici un
nombre complexe quelconque). Soit ¢ une racine carrée de A dans C (obtenue par la
méthode de la partie 6.2 si A ¢ R ). Alors I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet exactement
deux solutions (une seule si A =0) :

—b—9 _ —b+d

2a 27 T,

zZ1 =

\.

. . . . 2
Démonstration. On écrit, comme dans R, la forme canonique az2+bz+c=a [(24— %) — ﬁ} .

Comme 62 = A, on a 25 = (i)g, donc

4a?2 — \2a
b\2 6 \2 b—9 b+46
2
bere=a|(z+g.) —(52) | =e(+5) (+50)
az” +0z+c a[erQa % alz+ %a z+ %
qui s’annule si et seulement si z = _12’2'6 ou z = —12;(;5. |

Remarque

Cette méthode généralise celle du second degré réel (chapitre 0, partie 1) : lorsque a, b, ¢
sont réels et A > 0, on retrouve les formules usuelles avec § = VA. Le cas nouveau est
celui ol a, b, ¢ sont réels mais A < 0 : on peut alors prendre § = iy/—A (racine carrée «
évidente » d’un réel négatif), et les deux solutions sont conjuguées 'une de ’autre :

—b—iv/—A —b+iv-A

Zg = —————— = 2.

= 2a ’ 2a

21
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Résolvons 22 — 2z + 5 = 0 (coefficients réels, A < 0). Ona A =4 —20 = —16 = (4i)?,
donc 0 = 44 convient, et

244
2
Résolvons maintenant z2 — (3 + i)z + (2 + i) = 0 (coefficients non réels). On a A = (3 +
i)2—4(2+1) = 8+6i—8—4i = 2i. Une racine carrée de 2i = 2¢"™/2 est § = /2e™/* = 14
(on vérifie : (14 14)? = 24, correct). Dot

z =1+£2:.

N (14
z:(3+2)2( +z)7 soit z=2+10uz=1.

6.4 Relations coefficients-racines

Somme et produit des racines

Si 21,20 sont les deux racines (éventuellement confondues) de az? 4+ bz +c = 0 (a # 0),
alors :

b c
21+ 29 = ——, 2129 = —.
a a

—-b—9d —-b+45 —2b
Démonstration. D’apres le théoréme de la partie 6.3, 21+ 29 = + * =

(=b—0)(—=b+9) 2—62 p2-A 20 20 20 a
—b—0)(—b+ — — dac ¢
oA 4a? 4a? 4a? 4a?2 a

Méthode

Ces relations permettent, sans calculer le discriminant, de vérifier un résultat (en
recalculant la somme et le produit des racines trouvées), ou de retrouver l’équation dont
on connait les deux racines 21, 29 : c’est 22 — (21 + 22)2 + 21290 = 0.

7 Racines n-iémes

7.1 Racines n-iémes de 'unité

Définition

Soit n € N*. On appelle racine n-iéme de 1’unité tout nombre complexe z tel que
z" = 1. On note U,, 'ensemble de ces racines.

U, = {62“”/" ke{0,1,...,n— 1}}

U,, contient donc exactement n éléments, appelés les n racines n-iémes de 'unité.

\

Démonstration. Soit z = re? (r > 0) tel que 2" = 1. Alors 2" = r"e donc r" = |z
1] =1, dott 7 = 1 (car 7 > 0). De plus ¢ =1 = ¢ donc nf = 0 [27], c’est-a-dire § = ——
n

pour un certain k € Z. Les valeurs de € ainsi obtenues se répétent avec une période de n sur k
(car 0 n’est défini que modulo 27), d’ou exactement n valeurs distinctes, pour k € {0,...,n—1}.
|
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iR

£2i7/3 eim/3

M
o
=

edim/3 £5im/3

Remarque

Les points images des éléments de U, sont les sommets d’un polygone régulier a n
cOtés, inscrit dans le cercle trigonométrique et admettant 1 comme ['un de ses sommets
(ci-dessus, le cas n = 6, un hexagone régulier).

| r

Somme des racines n-iémes de ’unité

Pour n > 2 :

.

. . ; -1 P
Démonstration. Notons w = ¢%™/™ £ 1. La somme S = Yo w” est une somme géométrique

de raison w # 1 (partie 3.5) :
w1 11
w—1 w-1

S = 0,

I
Q)
4
3
|
=
|

7.2 Racines n-iémes d’un nombre complexe quelconque

Théoréme

Soit a = pe'¥ € C* (avec p > 0), et n € N*. Les solutions de I’équation 2" = a, d’inconnue
z € C, sont exactement les n nombres complexes

2z, = pl/™ eHlpt2km)/n ke{0,1,...,n—1}.

| r

Remarque

Ces n racines s’obtiennent en multipliant une racine n-iéme particuliére de a (par exemple
pl/ neip/ ™) par chacun des n éléments de U, : géométriquement, ce sont encore les sommets

d’un polygone régulier & n cotés, inscrit cette fois dans le cercle de centre O et de rayon
1/n
prm.
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Résolvons 23 = 8. On a 8i = 8¢™/2, donc les solutions sont z, = 81/3¢i(m/2+2km)/3
2ei(m/6+2k7/3) hour k= 0,1, 2, soit zg = 2e7/6 2y = 2e157/6 75 = 2e~m/2 = _9;.

8 Nombres complexes et géométrie plane

8.1 Distance, alignement, orthogonalité

On a déja vu (partie 3.2) que AB = |zp — z4|. Les propriétés de 'argument permettent d’aller
plus loin, et de traduire I'alignement et 'orthogonalité en termes de nombres complexes.

Alignement

Soient A, B, C trois points distincts, d’affixes z4, 25, z¢. Les points A, B, C sont alignés

si et seulement si
2C — RA

ZB — %A

eR.

Justification. A, B, C sont alignés si et seulement si les vecteurs E et ﬁ sont colinéaires,
c’est-a-dire si ’angle (E,/ﬁ) vaut 0 ou m modulo 27 — donc 0 modulo 7. Or cet angle est

zo— %
(au signe pres) 'argument du quotient des affixes de ces deux vecteurs, oA (partie 8.2
z A

ci-dessous) : un nombre complexe non nul est réel si et seulement si son argument vaut 0 modulo

Orthogonalité

|

Avec les mémes notations, les droites (AB) et (AC') sont perpendiculaires si et seulement

s1
RC — RA

ZB T %A

Remarque

. A . 7T
Le raisonnement est le méme que pour ’alignement, avec un angle valant — modulo 7 au

€ iR*.

lieu de 0 modulo 7 : un nombre complexe non nul est imaginaire pur si et seulement si

T
son argument vaut 5 modulo 7.

8.2 Angle orienté de deux vecteurs

Théoréme

Soient @, v deux vecteurs non nuls, d’affixes respectives zz, zz. Alors :

(@, 7) = arg (j—) 2],

—

u
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Remarque

En particulier, pour trois points distincts A, B,C, langle (ﬁ,ﬁ) vaut

2c— 2

arg<M> [27r] : c’est ce résultat qui a servi de justification aux deux théorémes
ZB — %A

précédents.

| r

Exemple
Soient A(1), B(1+ 1), C(2+ 3i) (les affixes sont indiquées entre parenthéses). On a

zc—za _ (243)—1 143  (1+3i)(—%) —i+3
zp—24 (4+4)-1 ¢ §i(=) 1

3 -4,

qui n’est ni réel ni imaginaire pur : les points A, B, C' ne sont donc ni alignés, ni tels que

(AB) L (AC).

,
\

8.3 Transformations usuelles

Translation

La translation de vecteur 4 (d’affixe b) associe, a tout point M d’affixe z, le point M’
d’affixe
2 =z+b.

| V

Homothétie

L’homothétie de centre 2 (d’affixe w) et de rapport k € R* associe, a tout point M d’affixe
z, le point M’ d’affixe 2’ vérifiant

2 —w=k(z—w).

| r

Rotation

La rotation de centre € (d’affixe w) et d’angle # € R associe, a tout point M d’affixe z, le
point M’ d’affixe 2’ vérifiant

72 —w=e’(z—-w).

\

Justification (rotation). On a QM' = |2/ — w| = [¢¥]|z — w| = |z — w| = QM (la rotation
conserve les distances au centre), et

arg(?' —w) = arg (eie) +arg(z —w) = 0 + arg(z — w) [27],

donc ’angle (QM, QM’) vaut 6 : c’est bien la définition géométrique de la rotation de centre 2
et d’angle 6.

Remarque

Une translation, une homothétie et une rotation sont toutes trois des cas particuliers de
similitude directe, transformation d’écriture complexe 2’ = az + 8 (avec o € C*) : on
retrouve la translation pour o = 1, et "homothétie ou la rotation (selon que « est réel ou

b (si @ # 1) est Paffixe du centre.
-«

de module 1) en écrivant = w(l — a), otl w = -
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T
Déterminons 'image du point A(2 + ¢) par la rotation de centre O et d’angle 5 D’apres

le théoréme (avec w = 0) :
F =240 =i(2+44) =2+ = -1+ 2%.

On retrouve un fait bien connu : la multiplication par ¢ correspond au quart de tour direct
de centre O.

9 Applications a ’analyse

9.1 Exponentielle complexe

Exponentielle complexe

Pour tout z = a +ib € C (avec a,b € R), on pose

e :=e%e"” = e%(cosb+ isinb).

Remarque

Cette définition prolonge 4 la fois ’exponentielle réelle (cas b = 0) et la notation e de la

partie 4.1 (cas a = 0). Elle dit que e® est le nombre complexe de module e® et d’argument
b:

|| = efe(®), arg (¢*) = Im(z) [27].

En particulier, e* # 0 pour tout z € C.

| r

Exponentielle d’une somme

Pour tous z,w € C :

\

Démonstration. Ecrivons z = a+ib et w = c+id. Alors, par la régle de calcul de 'exponentielle
réelle et la propriété (i) de la partie 4.1 :

el — eaezb ecezd — ettc ez(b—i—d)

Remarque

On en déduit, comme pour '’exponentielle réelle, que pour tous z,w € C et tout n € Z :

_ e(a—i—c)—i—i(b—&—d) — eFtw ]

En effet, e?e™* = €® = 1, ce qui donne la premiére relation, puis les deux autres s’en
déduisent.

Egalité de deux exponentielles

Pour tous z,w € C :
z w

e =e¥ << z—w e 2nZ.
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Démonstration. En multipliant par e™ # 0, on a ¢ = e¥ <= €% = 1. Posons
u=2z—w = a+ib Alors e" = e%(cosb + isinb), et deux nombres complexes sont égaux si
et seulement si leurs modules et leurs arguments (modulo 27) sont égaux. Comme |1| = 1, on
obtient :

e"=1 < e*=1let cosb=1, sinb=0 <= a=0et bec 27Z.

Autrement dit, e* =1 < u € 2inZ, ce qui est le résultat annonceé.

Attention

Contrairement a ’exponentielle réelle, ’exponentielle complexe n’est pas injective : par
exemple €™ = 1 = €%, Elle est 2im-périodique, ¢’est-a-dire e*T2™ = ¢* pour tout z € C.
On ne peut donc pas « composer par un logarithme » pour résoudre e* = « : c’est le
théoréme précédent qu’il faut utiliser.

Exemple

| r

Résolvons dans C l'équation e* = 14 4v3. On a 1+iV3 = 2em/3 = ¢ln2+im/3  done

i
I’équation s’écrit e* = e avec w = In2 + 3 D’aprés le théoréme, elle équivaut a

z —w € 2w/, c’est-a-dire

z:1n2+%+2ik7r, keZ.

9.2 Dérivation des fonctions a valeurs complexes

Définition

Soit I un intervalle de R et f : I — C une fonction. On lécrit f = u + v, ot u = Re(f)
et v = Im(f) sont des fonctions de I dans R. On dit que f est dérivable sur I si u et v
le sont, et on pose alors

fl=u +iv.

| r

Remarque

Les régles usuelles de dérivation (somme, produit, quotient) restent valables, avec les
mémes formules, pour les fonctions & valeurs complexes : on les vérifie en revenant aux
parties réelle et imaginaire. En particulier, pour toute constante A € C, (Af) = Af’.

r
\

Dérivée de x — e™*

Soit m € C. La fonction x +— €™*, de R dans C, est dérivable sur R, et

(em:c)’ e

\.

Démonstration. Ecrivons m = o + 483, et notons ¢ = cos(fz) et s = sin(Bz). Alors
e = e+ ie*s,
dont on dérive séparément les parties réelle et imaginaire :
(em"’“"), = (ac — Bs) e +i(as + fBe) e™”.
Or, en développant,

(a+iB)(c+is) = (ac — Bs) + i(as + fo),
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donc (e’m)/ = (a+1if) e*(c+is) = me™". [ ]

Pour m = if (avec 8 € R), on retrouve (eiﬁ“’)l = iB e : on le vérifie directement en
dérivant cos(fz) + isin(fBz).

mx

Primitive de z — e

mx
Soit m € C*. Une primitive sur R de z + ™* est x +— .
m

\.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent et la linéarité de la dérivation :

max\ /
e 1

= —me™ =", |
m

9.3 Meéthode : primitives de ¢ cos(bx) et e** sin(bz)

Primitive de e* cos(bx) ou de e*” sin(bx)

Soient a,b € R, avec (a,b) # (0,0). Pour déterminer une primitive de x +— e®* cos(bx)
(resp. de z — €™ sin(bx)) :
1. on remarque que el®*®)% = ¢4%(cos(bx) +isin(bx)), donc e cos(bx) = Re(el*F)z)
(resp. € sin(bx) = Im(e(@F)2))

) e(aJrib)x
2. une primitive de z — @)% egt —
a+ b
3 . o ‘ lo6bri 1 _a—ib :
. on écrit cette primitive sous torme algébrique, en utilisant atib  Zrb puis on

en prend la partie réelle (resp. la partie imaginaire) : c¢’est une primitive de la
fonction cherchée.

La derniére étape est justifiée par le fait que, si F/ = f, alors Re(F)" = Re(F’) = Re(f), et de
méme pour la partie imaginaire.

Cherchons une primitive de & +— e® cos(2z). Ici a = 1 et b = 2. Une primitive de e(}*+2)®

est

e1+207 e (cos(2x) + i sin(2z)) (1 — 2i)
1+2 5

x
soit % [( cos(2z) + 2sin(2z)) + i( sin(2z) — 2 cos(2$))] .
En prenant la partie réelle, on obtient une primitive de z — e® cos(2z) :
e.’E
T (cos(2z) + 2sin(2z)).
En prenant la partie imaginaire, on obtient une primitive de z — e sin(2z) :

xT

x %(sin(%:) — 2cos(2x)).
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T 1 1—1
Calculons / e“sin(z)dx. Ieia=b=1 et - = —Z, donc
0 141 2
e(1+i)z P
T+ =?[(cosx—i-sinx)+i(sinx—cosx)]

X
Une primitive de  — e*sinx est donc x — ?(sinm — cos :U), d’ou

T v T 1 @ L)
/0exsin(:c)d:v:[%(sina:—cosa:)] :%—(—§>:€; .

0

Remarque

En geénéralisant le calcul précédent, on obtient les deux formules suivantes (pour
(a,b) # (0,0)) : une primitive de x — e cos(bx) est

e (acos(bz) + bsin(bz))
a? + b? ’

T —

et une primitive de = +— %" sin(bx) est

e (asin(bz) — beos(bx)) ‘

—
o a? + b2

Cette méthode évite les deux intégrations par parties successives que 1’on ferait sinon, et
dont il faudrait ensuite « retourner » I’égalité. Il est plus sfir de retenir la méthode que
ces formules.
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