Exercices 2026
PCSI Feuille n° 4

Intégrales et équations différentielles.

Primitives

Exercice 1. Primitives usuelles

Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes, sur un intervalle a préciser :

1 1 . ) 1
2 3/2 -3z
a -3 — b) — c 2 d) — e .
@a* 3o+ 5 Ok @), @ @ gy
Exercice 2. Reconnaitre une forme u'u®, %, u'e. ..
Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes, sur un intervalle a préciser :
T r 1 cos T
a) ——, b) ———, ¢) sinz cos® x, d) tanz, e) ——, —_—
()m ()14—6” © @ ()J:(lnx)2 (f)1+sin2x
Exercice 3. Inverse d’un trinome du second degré
Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes, sur un intervalle a préciser :
1 1 1 2z 43
a b) —m c) 50— d) ———— e) 50—
()m2—4’ ():1:2—23:—1—1’ ():(:2+x+1’ ()2x2+2x+5’ ()a:2—|—2:1:+5

Intégrales : calculs et propriétés

Exercice 4. Calculs directs

Calculer :

1 In2 /4
(a) / (22 +x)dz, (b) / e dz, (¢ / (1 + tan? :U) dz,
0 0 0

1 1
x dx
d d —_—
()/0 1+ 220 (e)/o 2 +ax+1

Exercice 5. Encadrements
1 L
a) Montrer que — < e ¥ dr <1l
e 0

z™ 1
dx. Montrer que ——— < I, <
vz au 2(n+1) " ntl

1
b) Pour n € N, on pose I, = / 7 , puis en déduire la
0

limite de (I,,).

Exercice 6. Intégrales dépendant de leurs bornes

22

dt
——. Montrer que F' est dérivable sur |1, +oo], calculer F’(x) et en

a) Poura;>1,onposeF(9U):/ Int
n

X
déduire le sens de variation de F'.

x
b) Pour x € R, on pose G(z) = e~ dt. Calculer G’ (). Montrer que G est strictement croissante,

0
puis que G est impaire (on pourra dériver z — G(x) + G(—x)).
Exercice 7. Parité et périodicité

Calculer, sans chercher de primitive compliquée :

™

2 3427
(a) / (z° + 2 + 1) dz, (b) (2° cosz + sin® z) du, (©) / cos? tdt.
) 3

—T

1



Intégration par parties

Exercice 8. Intégrations par parties simples

Calculer a I’aide d’une intégration par parties :

1 e s 1
(a) / xe Tdx, (b) / zlnxdx, (©) / zsinx dz, (d) / arctan z dz.
0 1 0 0

Exercice 9. Intégrations par parties successives

Calculer :

1 e
(a) / z2e® dx, (b) / (Inz)? dx
0 1

Exercice 10. Primitives par intégration par parties

a) A I’aide d’une intégration par parties, déterminer une primitive de arcsin sur | —1,1].

b) De méme, déterminer une primitive de z +— In(1 + %) sur R.

Exercice 11. Une suite d’intégrales
e
Pour n € N, on pose I,, = / (Inz)" dz.
1

a) Calculer I et I4.
b) Montrer que pour toutn € N, I,11 = e — (n+ 1)1,,.

¢) En déduire I5 et I3.

Changement de variable

Exercice 12. Changements de variable proposés

Calculer a I’aide du changement de variable indiqué :

4 dx )
a)/1 mavect—ﬁ,

In3 e®
b) / —, dravect =e”

c) / sin® z dz avec t = cos .
0

Exercice 13. Changements de variable a trouver

Calculer, en choisissant un changement de variable adapté :

(a)/ 1+\f (b)/ +lnx

1
X
—d
(c)/0 e



Fonctions a valeurs complexes et linéarisation

Exercice 14. Intégrales et primitives avec [’exponentielle complexe
™
a) Calculer / % cos x dz en utilisant I’exponentielle complexe.
0

b) Déterminer une primitive de = — e~ sin(3z) sur R.

Exercice 15. Linéarisation et intégrales

A Taide des formules d’Euler, linéariser puis calculer :

w/2 T
(a) / cos* z dz, (b) / sin? z cos? x dz.
0 0

Equations différentielles linéaires du premier ordre

Exercice 16. Equations homogénes

Résoudre sur I’intervalle indiqué :

1
@)y + 3y =0surR, b)y' + 0sur R, ©)y + —y= 0 sur ]0, +o0],

x J—

1+ 22 ¥y=
/ T T /
(d)y +(tana:)y:()sur}—§,§[, )y +xy =0surR.

Exercice 17. Seconds membres usuels
Résoudre sur R :
@y —2y=e", My +y=e" ©y+2y=2"+1, @y -y=sinz, @y -—y=c" +ux
Exercice 18. Variation de la constante
Résoudre, par la méthode de variation de la constante, sur I’intervalle indiqué :

a) xy’ + 2y = 2% sur 0, +-oo[ ;

b) (1+2%)y +2zy=1surR;

o)y +y= sur R.

T+e”
Exercice 19. Problemes de Cauchy
Résoudre sur R :
a) ¥ +y=xe " avecy(0) =1;
b) 3 — 3y = 23, avec y(0) = 1.
Exercice 20. Loi de refroidissement

La température 7T'(t) (en degrés Celsius) d’un objet plongé dans une piece de température constante 20 vérifie,
pour ¢ > 0 (en minutes), I'équation T"(t) = —k(T'(t) — 20), ol k > 0 est une constante. A linstant t = 0,
I’objet est a 90 degrés, et apres 10 minutes il est a 60 degrés.

a) Déterminer 7'(t) pour tout ¢ > 0 et la valeur de k.

b) Au bout de combien de temps I’objet atteint-il 30 degrés ? On donnera la valeur exacte, puis une valeur
approchée a la minute pres.



Equations différentielles linéaires du second ordre

Exercice 21. Equations homogénes
Résoudre sur R (solutions réelles) :
(@y" =5y +6y=0, by +4y +4y=0, (0)y" -2y +5y=0,
@y +9y =0, @4 -y=0 Oy +y +y=0.

Exercice 22. Problémes de Cauchy homogenes
Résoudre sur R :

a) vy + 2y —3y=0,avec y(0) =1lety (0) = —1;

b) ¥’ + 4y =0, avec y(0) =2 ety (0) =2;

c) ¥y — 6y +9y =0,avec y(0) =0ety (0) = 1.
Exercice 23. Equations avec second membre
Résoudre sur R :

@y" —y =2z, Oy -4y +4y=e*, (©y"+4y=cosz,
(A y"+y=sinz, () y"—3y +2y=e"+ e,

Exercice 24. Problemes de Cauchy complets
Résoudre sur R :

a) ¥y 4+ 2y +2y =2e ", avecy(0) =0ety/(0) =1;

b) ¥’ +y = cosz, avec y(0) = 0 et y'(0) = 0.

Pour aller plus loin

Exercice 25. Une équation fonctionnelle

On cherche les fonctions f : R — R dérivables telles que Vx € R, f'(x) = f(—x).
a) Montrer que si f convient, alors f est deux fois dérivable et [/ = —f.
b) En déduire toutes les fonctions f solutions.

Exercice 26. Equations intégrales

Déterminer toutes les fonctions f continues sur R telles que, pour tout z € R :

@ f@) =1+ [ o o f@)=ot [ o

(Indication : dériver, puis utiliser la valeur en 0.)

Exercice 27. Intégrales de Wallis

w/2
Pour n € N, on pose W,, = / sin” t dt.
0

a) Calculer Wy et W1.

n—+1

b) Montrer, par une intégration par parties, que pour toutn € N: W49 = 9
n

ne.

¢) En déduire W, et W,



Corrigés

Primitives
b3 1 2 3 sin(2
Exercice 1. (a) % — % — — sur |0, +oo[. (b) 2¢/7 + 5x5/2 sur ]0, +oo]. (c) _¢ 3 + sin(2z) sur R. (d)
T
1 1
5 arctan(2x) sur R (la dérivée de arctan(2x) est Hﬁ). (e) 3 In(3z + 1) sur] — %, 4o0l.
1 T /
Exercice 2. (a) Avec u = 1 + z2, \/% = §u’u_1/2, de primitive /1 + z2 sur R. (b) I i = = %
avec u = 1 + e > 0, de primitive In(1 + %) sur R. (c) sinx cos® z = —u/u? avec u = cos x, de primitive
4 /
L8 T R (d) tanz = ~¥ avec u = cosz, de primitive — In(cosz) sur |—%, Z[. (e) Avec u = Inz,
u
1 1 !
e w'u~2, de primitive — S ]1,4+00[. (f) Avec u = sinuz, n f)ssl:l; - = ruQ’ de primitive

arctan(sin x) sur R.

1 1 1 1
Exercice 3. (a) A = 16 > 0, racines £2, et P = 1 (m Sy Sy 2). Sur ]2, +00[, une primitive est
1 -2 -2 1
1 In = (sur | —2,2[ ou | — 0o, —2[, on utilise In i ) ‘). (b) 22 — 2241 = (2 —1)2, de primitive ]

sur |1, 4+o00[ (ou sur | — 00,1). () A = -3 < Oetz’+2+1 = (m+%)2+%,donca:—%,ﬂz @:

- 2 2r +1 9
une primitive sur R est — arctan (A A=-36<0et 2x2+2x+5:2< r+ 1 +9),d0nc
P V3 < V3 > @ ( 2) 4

1 T+ 3 1 2z + 1
£ ¢ une primitive sur R est N arctan 2) = 3 arctan < x;— ) (e) On écrit

S
I
o
Q
I
|

=
™
I
[\l {5

3

2 2
2z + 3 2+ 2

2 +3=(20+2)+1,d _
v (22 +2)+ M 215 x2—|—2x—|—5+(x+1)2—|—4

1 1
3 arctan (i) sur R.

Intégrales : calculs et propriétés

, de primitive In (:1:2 + 2z + 5) +

X

: 2 221" 1 1 5 ™ 41 3 /d
Exercice 4. (a) {3+2]0 =3 tg = G (b) [2}0 -5 =3 (© [tanz];"" = 1. ()
1

1 In2
[2 In(1+ 3:2)} = HT (e) D’apres I’exercice 3(c),
0

2 20 +171 2 < 1) 2 /7w 3
—— arctan = — arctan\/g—arctan— =—(-—=]=—
[\/5 V3 ]0 V3 V3 \/5(3 6) 9

Exercice 5. a) Pour z € [0,1],ona 0 < 22 < 1, donc e~} < e~®" < 1. Par croissance de I’intégrale sur

1 ! 1 1
[0,1], - < / e dx < 1. b)Pourz € [0,1,1 < 1+ 2 < 2,donc = < —— < 1, puis (comme
e 0 2 1+2
" n 1 1 1 1 1
" > 0) — < < z". Par croissance, / z"dx < I, < / z" dz, et/ z"dr = ——, d’ol
2 1 + X 2 0 0 0 n + 1
I’encadrement. Comme m et %—i—l tendent vers 0, le théoréeme des gendarmes donne lim I, = 0.

1

[ est continue sur |1, +oo et , z* sont dans ]1, 400 pour z > 1: F est

Exercice 6. a) La fonction ¢ +—

dérivable et 1 1 5 1 1
x x—

Fl(z)=2 _ = = .
(w) = 2z x In(z2) Inz 2lnz Inz Inz

Pourz > 1,2 —1 > Oetlnz > 0, donc F'(x) > 0: F est strictement croissante sur |1, 4occ[. b) Par
PN o T2 . . .
le théoreme fondamental, G est dérivable et G'(z) = e~®" > 0, donc G est strictement croissante. Soit



2

H(z) = G(z) + G(—z). Alors H'(z) = G'(z) — G'(—z) = e @ — e~*" = 0, donc H est constante sur R,
égale a H(0) = 0. Ainsi G(—z) = —G(x) : G est impaire.
Exercice 7. (a) t — t3 est impaire et £ — ¢2 + 1 est paire, donc I’intégrale vaut

2
2
2/(m2+1)dx:2(8+2>:8.
0 3 3

(b) = — 23 cos x est impaire, donc son intégrale sur [, 7] est nulle ; il reste

/Sin2:pdx:/ C;S(‘T)dx:ﬂ'.

—T —T

(c) cos? est 2m-périodique, donc 1’intégrale est égale a

27 27
1 2t
/ COSQtdt:/ Ls()dt:w.
0 0 2

Intégration par parties
1
2
Exercice 8. (a) Avecu = z, v = e % : [ — :re‘x](l) + e ¥dr = —e '+ (1- e_l) =1- - (b)

2

e e 2 2 2
-1 1
Avecu = Inz, v = x: L ez —/ Taz =S - € _ et . (c)Avecu = x, v = sinz :
2 T2 2 1 1

T 1
[—xcosx}g+/ coszdr =7+ 0=m. (d) Avec u = arctanz, v’ = 1: [xarctana:}(l)—/ 1j 5 dz =
0 0 x
T In2
4 2

1
Exercice 9. (a) Avec u = 22, v/ = e” : [xQew](l) — 2/ ze®dr =e—2x1=e—2 (on utilise fol ze®dr =1,
0

e

e
calculé dans le cours). (b) Avec u = (Inz)% v/ = 1: [z(Inz)?]] — 2/ Inzdr =e—2 {x Inz — x} =
1
e—2x1l=e—2.
"l/x'tdt -/$tdt
Exercice 10. a) Pour x €| —1, 1|, avec u = arcsinetv’ = 1: arcsin = xarcsinx — =
] [ ; Vg
zarcsinz++v/ 1 — z2—1. Donc x + x arcsin z++/1 — 22 est une primitive de arcsin (vérification en dérivant :
2t2

x x
arcsinx—i—ﬁ—ﬁ). b) Avec u = In(1+t?) etv' = 1: /0 In(1+t%) dt = xln(1+x2)—/0 e dt =

r 1

zln(l + 2?) — 2/ <1 - th) dt. Une primitive est donc = + z In(1 + %) — 2z + 2 arctan z.
0

e

e
Exercice 11. a) Iy = / lde =e—1etl; = / Inzdx = [:cln:c—x]i = 1. b) Avec u = (Inz)"H!
1 1

e

etv' =1: I = [:c(lnx)”“]i —(n+ 1)/1 (Inz)"dz =e—(n+1)I,, carlne = letlnl = 0. ¢)
ILb=e—21=e—2etls=e—3lr=e—3(e—2) =6— 2e.

Changement de variable

2 2
2tdt 2
Exercice 12. a) Avec z = t2, dv = 2tdt, t € [1,2], /= = t : I'intégrale vaut / — = / —dt =
1 t(1+1) 1 14t

3 3 dt
21n 5 b) Avec t = e®, dt = e®dx, les bornes 0 et In 3 deviennent 1 et 3 : / T3 = arctan 3 — % c)
1
On écrit sin® z = (1-— cos? x)sinx ; avec t = cosz, dt = —sinx dz, les bornes 0 et g deviennent 1 et O :

0 42\ (__ _ ! 42 _g
/1(1 £2)( dt)_/o(l £2)dt = 2.



Lot 1 1
i pr fr 2 = N —_— = —_——— _= —
Exerc1ce13.(a)t_\/5(:r_t,dx—2tdt,t€[0,1})./0 1+tdt 2/0 (1 1+t>dt 2—2In2.
1
d¢

b))t = Inx (dt:d%, bornes 0 et 1) : mzlnz ()t = 22 (dt = 2xdz, bornes 0 et 1) :
0

1/1 dt 1 7 7

2 Jo 1+t2 2 4 8

Fonctions a valeurs complexes et linéarisation

T T ) €(2+i)7r -1 ) )
Exercice 14. a) / e cosxdr = Re/ et)T 47 = Re T Comme e(21TI)7T — 2mgim — _ 27
0 0 ?
27 27 s 2 21 1
on obtient € ! = (7 + D21 M

- , de partie réelle — . b) e *sin(3z) = Im(e(*1+3i)z)

2+ 5
mitive | e imacinaire d e(ZHH3)T o= (cos 3z + i sin 3x)(—1 — 3i) " e ” (= sin3
a pour primitive la partie imaginaire de = , soi — sin 3z —
pourp P £ —1+3i 10 10

—x

3cos 3z). Une primitive est donc z — _6170 (sin(3z) + 3 cos(3z)).
Exercice 15. (a)

4 <em +e i@ > o glim  gp2in |G 4 g2 4 o—diz _ cos(4x) +4cos(2x) + 3
16 8 '

Donc
/”/2 fpdp — [Sde  sin2r 3 /2 3
cos” xdx = - .
0 32 4 8 1o 16
in(2 in?(2 1 — cos(4
(b)Onasinxcosx = sin m)’ donc sin? z cos? z = Smi z) = C(;S( 7)
/7T o 9 r sindx]" 7
sin“xcos“zdr = |- — = —.
0 8 32 |, 8

Equations différentielles linéaires du premier ordre

: —3x _ 2y .
Exercice 16. (a) \e 2 . (b) A(z) = In(1 + z°) : 22

Acosm. (e) A(x) = % : Ae~*"/2. Dans chaque cas, A € R.

633?

Exercice 17. (a)ym =3 #2: y, = 35~ €37, solutions e3* +\e?*. (b)a = letm = —1 = —a (résonance)
L yp = e~ ", solutions (x+A)e~". (¢c) On cherche y, = ax’+ B+ y,+2yp = 2027 +(20428)x+(6+27),
3
3

() A(x) = Inx: % (d) A(z) = —In(cosz) :

2 T
. 3 ; !
Solutions % — g + 1 + Xe 2%, (d) On résout 2/ — z = €'® : Zp = c -
ﬁ, de partie imaginaire —w. Solutions —w + Ae®. (e) Par superposition :

1—1

pour e”, résonance (a = —1, m = 1 = —a), y; = xe” ; pour x, yo = —x — 1. Solutions ze®” — x — 1 + Ae”.
A=)
4 2 z?
A 2 1
N(z) = 2 - 2% = 23, donc \(z) = Tt ety = IZ + x—g. (b) On normalise : y' + l —l—xey =T

4
_ 2 A(z) _ 2 _ T+ Ao
A(x)—ln(lw),e:)—1+x,X(fﬂ>—ng T2 ©

Alx) =z, N(z) = 1_7_7, donc A(z) =In(1 +e®) + Agety = e *(In(1+ €*) + Ao).

2. on cherche y =

2
Exercice 18. (a) On normalise : ¢/ + ~y = z. A(z) = 2lnz, 4@ = g avec
T

(1+22) =1,donc A\ =x+ ety =



T ,T

Exercice 19. (a) La variation de la constante donne y = \(z)e™® avec N (z) = ze e = x, donc y =
2

2

(xz + )\0) e~®. Comme y(0) = \gp = 1, on obtient y(z) = (3;2 + 1) e?. (b)Icia=-3etm=3=—a

(résonance), y, = 2z€3?, solutions (2 + A)e3®. Comme y(0) = A = 1, on obtient y(z) = (2z + 1)e32.

Exercice 20. a) L’équation s’écrit 7 + kT = 20k. Les solutions homogenes sont Ae ! et la constante 20 est

solution particuliere, donc 7'(t) = 20 + Ae~**. Comme T'(0) = 90, A = 70 : T(t) = 20 + 70e~**. Comme
4 In(7/4)

T(10) = 60, on a 70e~ 10k = 40, donc e~ 10k = - etk = 0 ~ 0,056. b) T'(t) = 30 si et seulement si
In7 10In7
70e—kt = 10, donc e Ft = =, soit t = e ~ 34,8 minutes, soit environ 35 minutes.
7 k In(7/4)

Equations différentielles linéaires du second ordre
Exercice 21. (a) Racines 2 et 3 : A\e?® + 132, (b) Racine double —2 : (A + pux)e 2%, (c) A = 4 — 20 = —16,
racines 1 & 2i : €* (A cos(2z) + psin(2x)). (d) Racines +3i : Acos(3z) + psin(3z). (e) 4r* — 1 = 0, racines

V3

3
+3 Xe®/2 4 pe~®/2 (f) A = —3, racines —1+ z§ D em%/2 ()\ oS \/;C + psin ) Dans tous les cas,

2
(A, 1) € R
Exercice 22. (a) 72 +2r — 3 = (r — 1)(r + 3), donc y = Ae® + pe 3% ety = \e® — 3ue 3. Les conditions
T —3x
initiales donnent A+ = let A—3u = —1, donc p = %, A= % Ty = %. (b) y = Acos 2z + psin 2z,

Yy = —2Xsin2x + 2pcos2x. Donc A = 2 et 2u = 2 : y = 2cos(2z) + sin(2z). (c) Racine double 3 :
y=(\+pux)e’®, v = (3N + p + 3ux)e3®. Donc A =Oetpp = 1: y = xe3®.

Exercice 23. (a) Racines de I’équation caractéristique £1 ; y, = ax + § avec —ax — = 2z, donc y, = —2x
2

; solutions —2x + Ae® + pe”*. (b) Racine double 2 et m = 2: y, = %e% (formule %x%’m) ; solutions

v cosS T CcoS T

2
<x+)\+,ux>e2“". ) P(i) =4—-1=3#0:y, :Re% = ——— ; solutions

5 3 + Acos(2z) +
psin(2x). (d) Résonance : m = i est racine simple de r% + 1, P'(i) = 2i, 2, = e _ z(sinz — icos x)’

21 2
cos + Acosx + psinzx. (e) Les racines de r2 — 3r + 2 sont

3x
1 et 2. Pour €® (m = 1 racine simple, P'(1) = —1): y; = —xe® ; pour €3% (P(3) = 2): yo = %. Par
3x
superposition, solutions —xe® + 5 + Ae® 4 pe?®.

.. .. T COST . x
de partie imaginaire - ; solutions —

Exercice 24. (a) L’équation caractéristique a pour racines —1 =+ ¢, et m = —1 n’est pas racine, avec P(—1) =
1-242=1:y,=2e"" Solutionsy =e™* ()\ cos:c—HLsinx) +2e % Comme y(0) = A+2=0,\=—-2.
Ensuite y/(z) = e *((u — A) cosz — (A + p) sinz) — 2e~*, donc y'(0) = . — A — 2 = 1, soit x = 1. Donc

y(z) = e *(2—2cosz +sinz). (b) Résonance : y, = 3351% (cours), solutions —>% 4 X cosz + jusin z.
Comme y(0) = A = 0ety’(0) = pu = 0, la solution est y(z) = _rs;nx.

Pour aller plus loin

Exercice 25. a) Si f vérifie f'(x) = f(—=x) pour tout x, alors f’ est la composée de f et de x — —uz, deux
fonctions dérivables. Donc f” est dérivable et f”(z) = —f'(—z). Or f'(—z) = f( — (—z)) = f(z), donc
f"(z) = —f(z). b) Les solutions de f”+ f = Osont f(x) = Acosx+pusinz. Alors f'(x) = —sin x4y cos
et f(—x) = Acosz—psinz. Légalité f'(x) = f(—x) pour tout z impose (en z = 0) u = . Réciproquement,
pour = A, f'(z) = Mcosx —sinx) = f(—=x). Les solutions sont les fonctions x + A(cosz +sinz), A € R.
Exercice 26. (a) f étant continue, z — [ f(t) dt est dérivable, donc f aussi, et f'(z) = f(z), avec f(0) =
140 = 1. Donc f(z) = Ae® avec A = 1: f(x) = e”. Réciproquement, 1 + [ e'dt =14 ¢* —1 = €”
convient. (b) De méme, f est dérivable et f'(x) = 1+ f(z), avec f(0) = 0. Les solutions sont —1 + \e”



(solution particuliere —1), et f(0) = 0 donne A = 1: f(x) = e* — 1. Réciproquement, z: + [;'(e’ — 1) dt =
x+e* —1—x=e"—1convient.

m . : .
Exercice 27. a) W = 5 et Wy = [ — cos t] 3/2 = 1. b) Pour n € N, on écrit sin” T2 ¢ = sin”t!¢ x sint et
on intégre par parties avec u = sin" !t et v = sint, v = —cost : Wy19 = [ — sin" ™! ¢ cos t] g/Q +(n+

w/2
1) / sin" ¢ cos? t dt. Le crochet est nul. Avec cos? t = 1—sin® ¢, on obtient W, 1o = (n+1) (Wn - Wn+2),
0
3T

1 3
donc (n + 2)Wy42 = (n + 1)W,, d’ou le résultat. ¢) Wy = §W0 = gpuis Wy = ZWQ = 16 ; Wi =
2 2 4 8
—_ = — 1 = — g .
g1 =g puis W5 =2 = 7



