PCSI — Mathématiques Chapitre : Intégrales et équations différentielles

Intégrales et équations différentielles

PCSI

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, et I désigne un intervalle de R (non réduit & un
point). Ce chapitre rassemble les techniques fondamentales de calcul en analyse : primitives,
calcul d’intégrales (intégration par parties, changement de variable), puis résolution des équations
différentielles linéaires du premier ordre et du second ordre & coefficients constants.

1 Primitives

1.1 Définition et ensemble des primitives

Définition

Soit f : I — K. On appelle primitive de f sur I toute fonction F' : I — K dérivable

sur I telle que
Veel, F'(z)=f().

On a admis dans le chapitre sur les fonctions usuelles (partie 4) le résultat suivant, qui sert de
fondement & tout ce chapitre.

Primitives d’une fonction continue (admis)

Soit f une fonction continue sur I'intervalle 1.

(i) f admet des primitives sur I ;

(ii) si F' est une primitive de f sur I, les primitives de f sur I sont exactement les
fonctions F + C', oit C € K est une constante ;

(iii) pour tout zg € I et tout yp € K, il existe une unique primitive G de f sur I telle
que G(zo) = yo.

\.

Justification de (ii) et (iii). Si F' et G sont deux primitives de f sur I, alors G — F' a une
dérivée nulle sur U'intervalle I, donc elle est constante. Pour (iii), la primitive F'+ C vaut g en
xo si et seulement si C' = yo — F'(x).

L’hypothése « sur un intervalle » est essentielle. Par exemple, x +— In|z| est une
primitive de z — 2 sur | — 0o, 0 comme sur ]0, +oo[, mais la fonction définie par In |z|+ 1
sur | — oo, 0[ et par In |z| sur |0, +-00[ est aussi une primitive de 1 sur R* : deux primitives
sur R* ne différent pas forcément d’une constante, car R* n’est pas un intervalle.

1.2 Primitives usuelles

Les formules de dérivation du cours donnent, par lecture inverse, le tableau suivant. Dans chaque
cas, C désigne une constante quelconque.
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Fonction f(z) Une primitive F(z) Intervalle
xn+1
n
z" (n e N) il R
xa+1
« R\{-1 0
LA . 10, +oc]
- In |z| ] — 00,0[ ou ]0, 4o00]
T
er er R
CcOS ¥ sinzx R
sinzx —CcoST R
1 9 T T
m:i+tan X tan x i|—§,§|:
arctanx R
1 4—11‘2
—_— arcsinx —1,1
T3 ] [

Remarque

Pour @ = —1, on retrouve z > %, de primitive In|z| : c’est le seul cas exceptionnel

de la formule des puissances. Pour vérifier que In|x| convient sur | — 0o, 0[, on écrit
-1 _ 1

In |z| = In(—x) et on dérive : = = .

1.3 Primitives de fonctions composées

La dérivée d'une composée, (gou)’ = v’ x (¢’ ou), donne par lecture inverse les formes suivantes,
ou u est une fonction dérivable sur I (et v’ est supposée continue).

Primitives de fonctions composées

Fonction | Une primitive Condition
ua+1
u u® a#—1l(etu>0sia¢Z)
a+1
7
u )
— In |u| u ne s’annule pas sur [
u
u' et el
u' cosu sin u
u' sinu —cosu
u/
5 arctan u
1+u

Pour déterminer une primitive d’une expression qui n’est pas dans le tableau usuel :

1. on cherche si I'expression contient une fonction u et sa dérivée u’ (3 une constante

multiplicative pres) ;

2. on ajuste les constantes pour faire apparaitre exactement v’ ;
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[ 3. on vérifie le résultat en dérivant.
- T 1 (z .
o T — 5 ¢ avec u(z) =1 + 22, ¥/(x) = 22, on a 5 =5 ( ), de primitive
1+ 1+ 2 u(x)
1
> In(1 + x2) sur R.
.4
.3 .y /3 . .. sin*zx
e I — cosx sin®x : avec u = sin, u’ = cos, la forme v/u® a pour primitive sur
R.
—z2 2 / —x? 1 ! u Qo aiLg
e T e : avec u(x) = —z%, v/(x) = -2z, on a ze = —gjueY, de primitive
1 _ -
——e % gur R.
2
u/
e sur |1,4o00[ : avec u = In, v/ = %, la fonction est —, de primitive
u

In|Inz| =In(lnx).
!/

sin x . U
sur ]—%,g[ : avec u = cos, v’ = —sin, on a tan = ——, de
U

e r — tanx =
COS X

primitive — In | cos z|.

1.4 Primitives de I'inverse d’un trindme du second degré
1

_ . o ax’+br+c
sur un intervalle ou le trinéme ne s’annule pas. Il n’y a pas de formule & retenir : la méthode

dépend du signe de A.

Soit a, b, ¢ trois réels avec a # 0 et A = b? —4ac. On cherche une primitive de x

Primitive de

_ 1
az+br+c

e A >0: le trindme a deux racines réelles r| # ro et ax? +bx +c = a(z —r1)(z —12).
On cherche deux réels A et B tels que
1 A B

(x —r1)(z —1ro) _x—rl—i_:l;—rg'

Chaque terme a pour primitive Aln |x — 71| et Bln |z — 7.

1 1
————— a pour primitive ————.
a(z —r)? pott b v a(z —r)

2, et

e A =0: le trinéme s’écrit a(z —r)
e A <0: on met le trindme sous forme canonique a((z — @)* + ?) avec 8 > 0, puis
on factorise 52 pour se ramener 3
1 1 1
ar® +bxr +c o af

R U R . Tr—« , 1
On reconnait 1—#72 a une constante pres, avec u = et u = B, donc une
U

primitive est CS arctan (a: ; a) )

Dans tous les cas, on vérifie le résultat en dérivant.
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Détail du cas A > 0. En mettant au méme dénominateur, on veut A(z —r) + B(z —11) =1
pour tout x. En prenant x = r1, on obtient A(r;y — r2) = 1 ; en prenant x = rg, on obtient

B(rg —r;) = 1. Donc A = = —B, et en pratique on trouve A et B en évaluant en
r — T2
chacune des racines.

1
* 23212 sur ]2,4o00[: A=1> 0,1racines let 2, don;x2—3x+2 = (z—1)(z-2).
On cherche A, B avec m le— + - c’est-a-dire
Alx—2)+B(x—1)=1. Pourxz =1: —A=1;pour z =2: B =1. Donc
1 1 1 =
$2_3$+2:x_2—w_1,deprimitivelni_1(cari—:%>08ur]2,—|-oo[).
! ! ! Ji,400[: A=0. U imitive est
. = = sur |5,4+00[ : A = 0. Une primitive es
122 —dz+1 @m-1F  4(z_ 1) 2 P
1 1
4(96—%)_ 22z — 1)
1 1\ 2
e ——surR: A=-16<0et z?4+2x+5= (z+1)2+4 =41+ v :
22 +2x 45 2
Donc
1 1 1 1 i
24215 4 a2 2" 211)\2’
1+ (557 L+ (%)
1 1
de primitive — arctan Tt .
2 2
o;SurR'2:32—4:1:4—10:2((1‘—1)24—4):8 1y (2L : Donc
222 — 42 + 10 ' 2 ’
1 1 1 1 i
202 4z +10 8 14 (e=1\2 4 14 (e=1)2’
+ (%) +(*7)
de Drimiti 1 . z—1
e primitive - arctan { —— |.

Remarque

Pour un numérateur de degré 1, on se raméne aux cas précédents en faisant apparaitre

b
la dérivée 2ax + b du trinbme : pr + q = 2£(2aw +b) + <q— g—), ce qui sépare
a a

!/
la fraction en un terme de la forme — (de primitive In|u|) et un terme de la forme

constante p | 2x + 3u 2 + 2 o\ 1 d it
—_— ar exemple = e primitive
az? + bz + c P i o+5 242245 242245 °F
1 1
In (1‘2 + 2z + 5) + 3 arctan (%) sur R.
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1.5 Primitives de fonctions & valeurs complexes

On a vu dans le chapitre sur les nombres complexes (partie 9) que, pour m € C, la fonction
T — €™ est dérivable sur R de dérivée x — m e™*. Par lecture inverse :

Primitive de z — e™*

mx

Pour tout m € C*, la fonction x +— est une primitive sur R de z — ™",

| 3

Remarque

Cette formule contient deux cas & connaitre : si m = a est réel non nul, on retrouve % ;
. . q , 0. g S (atib)z
si m = a+1ib avec b # 0, en prenant la partie réelle ou la partie imaginaire de -,
on obtient des primitives de e® cos(bx) et de e sin(bx) : c’est la méthode du chapitre

sur les nombres complexes (partie 9.3), qui sera reprise en 3.4.

2 Intégrale d’une fonction continue sur un segment

2.1 Définition

Définition

Soit f une fonction continue sur I et soient a,b € I. On appelle intégrale de f de a a
b le nombre

b
/ f()dt = F(b) — F(a),

ou F est une primitive quelconque de f sur I. On note aussi [F (t)]z la. différence
F(b) — F(a).

L

Cette définition a un sens : si F' et G sont deux primitives de f sur I, elles difféerent d’une
constante C, donc G(b) — G(a) = F(b) + C — F(a) — C = F(b) — F(a) : le résultat ne dépend
pas du choix de la primitive.

Remarque

b b b
e La lettre t est une variable muette : / f(t)dt = / f(z)dz = / f(u)du. Elle

a
disparait une fois l'intégrale calculée, et I’on ne peut donc pas écrire de t en dehors

de 'intégrale.

a
ePour ¢ = b, on a /f(t)dt = 0, et pour a,b € I quelconques,
a

/baf(t)dt:—/abf(t)dt.
b

e Lorsque f est & valeurs réelles, a < b et f > 0, Iintégrale / f(t)dt est laire du

a
domaine situé entre I’axe des abscisses et la courbe de f, pour = € [a,b]. En général,
¢’est une aire algébrique : les parties situées sous ’axe des abscisses sont comptées
négativement.
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LD e

Théoréme fondamental de 1’analyse

Soit f une fonction continue sur [ et a € I. La fonction

G::E»—)/xf(t)dt

est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en a. En particulier, G est dérivable
sur I et G' = f.

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur I. Par définition, G(z) = F(x) — F(a) pour
tout # € I. Donc G est dérivable, de dérivée F' = f, et G(a) = 0. L’unicité vient du théoréme
sur les primitives (iii). [ |

Remarque

On retrouve ainsi la définition du logarithme (chapitre sur les fonctions usuelles, partie

T dt
4.1) : In(z) = / - est I'unique primitive de 2 sur ]0, +oo[ qui s’annule en 1.
1

| '

Exemple

2 312
. / a:Qd:c:[x—] :§_
0 31y 3

/2 /2
0/ cosxd:nz[sina:]o =1
0

. /14%: [2\/5}11:4—2:2.

Loog Nk
./0 1+$2dx:[1n(1+x)} —In2.

7
| o
\

Intégrale d’une dérivée

Si f est une fonction de classe C! sur I (c’est-a-dire dérivable de dérivée continue) et
a,b e I, alors

b
/ £(t)dt = £(b) — f(a).

Ce résultat est simplement la définition de I'intégrale appliquée & la primitive f de f’.
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2.2 Propriétés de l'intégrale

Propriétés de I’'intégrale

Soient f et g deux fonctions continues sur I, et a,b,c € I.
(i) Linéarité. Pour tous A\, u € K :

b b b
/ ()\f(t)+ug(t))dt:)\/ f(t)dt-i—,u/ g(t) dt.

(ii) Relation de Chasles.

/acf(t)dt:/abf(t)dtJr/bcf(t)dt.

b
(iii) Positivité. Si f est a valeurs réelles, a < b et f > 0 sur [a, b], alors / f(t)dt >0
a

) Croissance. Si f et g sont a valeurs réelles, a < b et f < g sur [a,b], alors

/f t)dt < / g(t) dt.

(v) Inégalité triangulaire. Si f est a valeurs réelles et a < b :

l?mﬂ<£ﬂww

Démonstration. Soient F' et G des primitives de f et de g.

e (i) AF + uG est une primitive de Af + pg, d’out le résultat en évaluant en b et en a.

(
(i) ( (b) = F(a)) + (F(c) = F(b)) = F(c) — F(a).

(iii) Si f >0, alors F/ = f > 0 : F est croissante sur [a, b], donc F'(b) > F(a).
(

(

iv) On applique (iii) & g — f > 0 et on utilise la linéarité (i).

e (v) On a —|f| < f <|f]| sur [a,b], donc par croissance et linéarité,

b b b
—/uww</f@m</vww,

ce qui donne le résultat. |

Attention

La positivité et la croissance supposent les bornes dans le bon ordre (a < b). Sia > b,
b a
les inégalités s’inversent, puisque = — / . Par ailleurs, I'inégalité triangulaire pour
b

a
les intégrales concerne ici des fonctions réelles.

Cas de nullité d’une intégrale

b
Soit f une fonction continue sur [a,b] (avec a < b), positive. Si / f(t)dt =0, alors f
a

est identiquement nulle sur [a, b].
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Démonstration. Soit F une primitive de f sur [a,b]. Comme F' = f > 0, F est croissante.
Si F(b) = F(a), alors F est croissante avec méme valeur aux deux bornes, donc constante sur
[a,b], et f=F'=0. [ |

1

Ce résultat est faux sans 'hypothése de positivité ou de continuité : / tdt = 0 alors
=1l

que t — t n’est pas nulle.

Valeur moyenne

Soit f continue sur [a, b] avec a < b. On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le nombre

b
bia/ £(2) dt.

Remarque

b
Sim < f < M sur [a, b], la croissance de I'intégrale donne m(b—a) < / ft)dt < M(b—a)

: la valeur moyenne de f est comprise entre m et M. De méme, si |f| < M sur [a, b], alors

b
/ f(t) dt‘ < M(b—a) : c’est la majoration usuelle d’une intégrale.
a

\

b2 1 t?
Montrons que 0 < / ——dt < . Pourt € [0,1], on a 0 <
o 11t 3

croissance de l'intégrale,
142 1
t 1
0</ 2dt</ t2dt = =.
o 1+t 0 3

\. J

2.3 Dérivation d’une intégrale dépendant de ses bornes

Dérivée de o — [(*) f(t)dt

Soit f continue sur I, et soient w et v deux fonctions dérivables sur un intervalle J, a

v(x)
valeurs dans [. Alors la fonction @ : x — / f(t) dt est dérivable sur J et
u(z)

'(2) ='(2) f(v(@)) — () f(u(@)).

.

Démonstration. Soit F une primitive de f sur I. Alors ®(z) = F(v(z)) — F(u(z)), et la
dérivation d’une composée donne @' (z) = v'(z)F' (v(z)) — v/ (z)F' (u(z)), avec F' = f. [ |
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2z
Soit ®(z) = / e~ dt pour z € R. Ici w(z) =z, v(x) = 2z et f(t) = e, donc

&' (z) = 247" _ =77,

a0 N o__ono 0 o _42 a
On remarque qu’on a pu dériver ® sans connaitre de primitive explicite de ¢ — e~ (qui
n’est pas exprimable avec les fonctions usuelles).

3 Techniques de calcul d’intégrales

3.1 Intégration par parties

Intégration par parties

Soient v et v deux fonctions de classe C! sur I et a,b € I. Alors

Démonstration. La fonction uv est dérivable, de dérivée (uv)’ = w'v + uv’, qui est continue.
D’aprés l'intégrale d’une dérivée,

b
/ (v (t)v(t) + u(t)v'(t)) dt = u(b)v(b) — u(a)v(a),

et la linéarité de I'intégrale donne la formule. |

Méthode

Pour calculer une intégrale par parties :
1. on repére dans ’expression un produit u x v’ ;

2. on choisit u (la partie que l'on dérive) et v’ (la partie dont on prend une
primitive), de facon que u'v soit plus simple que uv’ ;

3. on vérifie que u et v sont de classe C! sur le segment concerné, puis on applique la
formule.

En pratique, on dérive un polynéme (son degré baisse), In ou arctan (leur dérivée est
une fraction rationnelle), et on prend une primitive de e, cos, sin.

1
e Polyndéme x exponentielle. Calculons / ze®dx. On pose u(x) = z et
0

v'(z) = €%, donc v/(x) =1 et v(z) =€ :

1 1 1
/ xemdx:[:cem} —/ efde=e—(e—1)=1.
0 0 Jo

X
e Primitive de In. Pour z > 0, / Intdt : on écrit Int = Int x 1, avec u(t) = Int,
1
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/lntdtz[tlnt]z—/ ldt =zlnz — (z —1).
1 1 1

Donc z — zlnx — x est une primitive de In sur ]0, 4+o0].

e Primitive de arctan. Avec wu = arctan, v’ = 1

x T
t
/ arctantdt = x arctanx — / 5 dt = zarctanz — - In(1 + z?).

| MH

Deux intégrations par parties successives

™
Calculons I = / e*sinxdz. Une premiére intégration par parties, avec u = sin et
0

v’ = exp, donne

T vy vy
I = [ex sinx} —/ e’ cosxdr = —/ e” cosxdz.
0 0 0

Une seconde, avec u = cos et v/ = exp, donne
™ T s
/ e cosxdx = [ezcosas] +/ esinedr=—€e" —1+1.
0 0 0

e+ 1

Aingi I =e™+1—-1,doul =
de départ », et l'on résout une équation d’inconnue /. (La méthode du paragraphe 3.4,
par les nombres complexes, est souvent plus rapide pour ce type d’intégrale.)

Intégrales de Wallis

/2 T /2
Pour n € N, on pose W,, = / sin"tdt. On a Wy = 5 et Wi = [— cost}0

. On retrouve la structure « on retombe sur I'intégrale

= |l

0
Pour calculer Wj,4o, on écrit sin®t?t = sin”t'¢ x sint et on intégre par parties avec

u(t) = sin" 1t et /() = sint, donc u/(t) = (n + 1)sin™ tcost et v(t) = — cost :
1 w/2 /2 5
Whto = [— sin™* tcost]o +(n+ 1)/ sin" t cos® t dt.
0

Le crochet est nul. En écrivant cos?t = 1 — sin?¢, on obtient
Whto = (n+ 1) (Wy — Wiya), donc  (n+2)Whio = (n+1)W,.

On obtient ainsi la relation de récurrence de Wallis :

n+1
VneN, Wpyie=
n e NN, n+2 n+2 n
1 3 3 2 2
Par exzmple, W8/2 = §WO = %, puis Wy = ZWQ = 1—2 ; de méme W3 = §W1 =73 puis
Ws=-W3=—.
75715
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3.2 Changement de variable

Changement de variable

Soit f une fonction continue sur I et ¢ une fonction de classe C' sur un intervalle .J, &
valeurs dans I. Pour tous a, 8 € J :

A ©(B)
[ ey doa= [ iwar

w(a)

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur I. La fonction F o ¢ est dérivable sur J et
(Fop) =¢' x(F'op)=¢' x(foyp),quiest continue. Donc
©(B)

B
/ Fo@®) @ (t) dt = F(o(8)) — Flp(a) = / f@)de.  ®
a w(a)

Méthode
b
Pour calculer / f(z) dx par le changement de variable z = ¢(t) :
a

1. on vérifie que ¢ est de classe C' sur lintervalle des valeurs de ¢ considérées, et a
valeurs dans 'intervalle ou f est continue ;

2. on change les bornes : on détermine « et (3 tels que p(a) = a et ©(8) =b ;

3. on remplace z par p(t) et dx par ¢'(¢t)dt (c’est une régle d’écriture pratique, qui
traduit la formule du théoréme lue de droite a gauche) ;

4. on calcule la nouvelle intégrale, sans revenir a la variable x (les bornes ont déja
été changeées).

| r

Exemple

4
dx
e Racine carrée. Calculons / . On pose x = t2, avec t € [1,2 5) = &
[ onp 1,2) (p(t)

est de classe C!, de dérivée ¢'(t) = 2t). Les bornes z = 1 et = 4 correspondent &
t=1lett=2,et Jr=tcart>0:

4 2 2t 2 2 2
/d‘”: 2tdt - dt= |2mn(t+1)] —om3,
1 T+ 1 P+t ; t+1 1 2

1
e Aire du quart de disque. Calculons / V1 —22dx. On pose z = sint avec

0
t € [0,5] (¢ = sin est de classe C', ¢/(t) = cost). Les bornes z = 0 et z = 1

correspondent a ¢t =0 et t = 5. Comme cost > 0 sur [0, g], onay/1—sin?t = cost
et

1 w/2 w/2 1 2% ¢ o w/2
/ \/1—x2dx—/ cothdt—/ jLLS()dt: [—i—sm( )] :%,
0 0 0

2 2 4 |,

C’est bien 'aire d’'un quart de disque de rayon 1.

dx
et +1°

1
e Exponentielle. Calculons / On pose t = €, c’est-a-dire x = Int avec
0
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€ [1,e], donc dz = % :
1 e e e
/ o :/dt:/ o L V= | —m 2
0 €8 +1 1 tE+1) 1\t t+1 t+1], e+1

Les erreurs classiques sont : oublier de changer les bornes ; oublier le facteur ¢'(¢) (le
dz devient ¢'(t) dt, et non dt) ; simplifier \/¢(t)? en (t) sans vérifier le signe, alors que

VE = lyl.

3.3 Parité et périodicité

Intégrales et symétries

Soit f une fonction continue sur R et a € R.
(i) Si f est paire, alors f()dt = 2/ f(t)dt.

—a 0

(ii) Si f est impaire, alors f(t)dt =0.

—a

z+T
(iii) Si f est périodique de période T', alors x — / f(t)dt est constante, égale a
x

/0 i at

a 0 a
Démonstration. Pour (i) et (ii), la relation de Chasles donne / f= / f +/ f. Dans la
—a —a 0

\.

premiére, on pose t = —s, avec ¢(s) = —s de classe C!, ©/(s) = —1, ce qui change les bornes —a
et 0enaetO:

0 0 a
[ rwae= [ e nas= [ s as

Si f est paire, f(—s) = f(s) et on obtient (i) ; si f est impaire, f(—s) = —f(s) et les deux
z+T

morceaux se compensent, d’out (ii). Pour (iii), posons G(z) = / ft)dt = F(x+T)— F(x)
ou F est une primitive de f. Alors G'(z) = f(z+T) — f(z) = 0: G est constante, donc égale a

T
G(0) = /0 F(t)dt. n

/1 0 dt = 0 car t — £ est impai
[ ] = car est 1mpailre.
142 1+t P

o / cos’tdt = 2/ cos? t dt = / (1 + cos(2t)) dt = .
-7 0 0

54271 2
° / sintdt:/ sintdt = 0.
5 0
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3.4 Intégrale d’une fonction a valeurs complexes

Soit f : [a,b] — C continue, avec f = g+ih, ou g = Re(f) et h = Im(f) sont des fonctions
réelles continues. On pose

/abf(t)dt:/abg(t)dt—lri/abh(t)dt.

Cette définition est compatible avec celle de I'intégrale par une primitive : si F' = G 4+ ¢H est

\

une primitive de f, alors G et H sont des primitives de g et de h, et / f=F()— F(a). La

a
linéarité (avec des coefficients complexes) et la relation de Chasles restent valables, et l'on a,

pour tout m € C* :
b

b mt
/ e dt = [e] .
a m a

En revanche, les inégalités (positivité, croissance) n’ont pas de sens pour des fonctions a valeurs
complexes.

Calcul de [ e cos(bz)dz et [ e sin(bx)dz

Pour a,b € R avec b # 0 :
1. on écrit e cos(bx) = Re(el®)?) et €% sin(bx) = Im(e(a+?)7) ;
elatib)z
a + b

7

2. on calcule l'intégrale (ou une primitive) de e(@+®)% qui est

3. on prend la partie réelle ou la partie imaginaire du résultat, aprés avoir multiplié le
numérateur et le dénominateur par a — ¢b pour mettre sous forme algébrique.

\

w/2 w/2 ]
Calculons J = / e’ cosxdz = Re </ eItz dx). On a
0 0

/2 . A+)7w/2 _ 1 em/2 _ 1
0

I
(e = 1)(1—q) (€™ —1)+i(e™/? +1)
2 B 2 '
T/2 _
Ainsi J = — et la partie imaginaire donne au passage
w/2 /2 41
/ e’sinzxdr = u.
0 2

13
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4 Equations différentielles linéaires du premier ordre

4.1 Vocabulaire

Equation différentielle linéaire du premier ordre

Soient a et b deux fonctions continues sur U'intervalle I, & valeurs dans K. On appelle
équation différentielle linéaire du premier ordre ’équation d’inconnue y :

(B) ¢ +a(@)y=>b=).

Une solution de (F) sur I est une fonction y : I — K dérivable sur I vérifiant (E) pour
tout x € I. L’équation
(Eo) ¢ +a(z)y=0

est appelée équation homogéne (ou sans second membre) associée a (E).

Remarque

Résoudre une équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions qui la vérifient :
la réponse est un ensemble de fonctions. Le mot « linéaire » signifie que 'inconnue y et
sa dérivée y apparaissent au premier degré, sans produit ni composée : si y; et yo sont
solutions de (Ey) et A\, u € K, alors Ay; + py2 est aussi solution de (Ejp).

Attention

Une équation comme x 3’ +y = 1 n’est pas directement de la forme (F) : il faut d’abord la
normaliser en divisant par le coefficient de 3/, ce qui n’est possible que sur un intervalle

ou ce coefficient ne s’annule pas. Ici, on résout séparément sur | — oo, 0[ et sur ]0, 00|, en

L , 1 1
écrivant y' + —y = —.
z 7

4.2 Résolution de ’équation homogéne

Solutions de ¢’ + a(z)y =0

Soit A une primitive de a sur I. Les solutions sur I de (Ey) sont exactement les fonctions

yp x> Ae 4@, A ek

Démonstration. Soit y une fonction dérivable sur I. La fonction x y(x)eA(”D) est dérivable,
de dérivée (y'(z) + a(w)y(m))eA(x). Comme e4(®) £ 0, y est solution de (Ep) si et seulement
si (yeA)/ = 0 sur I, cest-a~dire si et seulement si ye est constante sur Uintervalle I, soit
y(x) = e AW, [ |

Remarque

e Siaest constante (a € K), on peut prendre A(x) = ax et les solutions de y'+ay = 0
sont les fonctions z +— Ae™%*.

e Les solutions de (Ej) forment une droite vectorielle : toutes sont proportionnelles
a une solution non nulle z — e~ Le choix de A n’a pas d’importance, car deux
primitives différent d’une constante, ce qui change seulement la valeur de A.

14
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y+y=0

Pour a = 1, les courbes y = Xe™® (en bleu) remplissent le plan sans se croiser : par un point
(0,y0) passe exactement une courbe (en rouge).

Exemple

[ ] y/ — 3y = 0 sa= —3, A(ZL') =] _3x’ SOlutiOnS T )\631,
1
[ y/ + Ey =0 sur ]O, +OO[ o A(J,') =] lnw’ solutions = — Ae_lnx _ A

ey +(2z)y =0sur R: A(x) = 22, solutions z + Ae™@”

e ¢ —iy=0sur R (dans C) : solutions z +— Ae?®, X € C.

4.3 Structure des solutions de I’équation compléte

Structure des solutions

Si y, est une solution particuliere de (E) sur I, alors les solutions de (E) sur I sont
exactement les fonctions

y:yp+yh7

ou yp, décrit 'ensemble des solutions de ’équation homogene (Ey).

\.

Démonstration. Soit y dérivable sur I. Comme yz’g +ay, =b, on a

(v =) +aly —yp) = (v +ay) —b.

Donc y est solution de (E) si et seulement si y — y, est solution de (Ej).

Principe de superposition

Soient by et bg continues sur I et A, u € K. Si y; est solution de ¢’ + a(z)y = b1 (z) et yo
solution de ¢/ +a(x)y = ba(x), alors A\y; + py2 est solution de y' +a(x)y = \by(z) 4 uba(z).

Cela découle de la linéarité de la dérivation. En pratique, on l'utilise pour traiter un second
membre qui est une somme de termes usuels.

4.4 Meéthode de variation de la constante

Pour trouver une solution particuliére dans le cas général, on cherche y, sous la forme

Yp(z) = A(z) eiA(z)v

15
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ou la constante A des solutions homogénes est remplacée par une fonction A, a déterminer.

Variation de la constante

Soit A une primitive de a sur I. Une fonction y = Ae™ (avec A dérivable sur I) est
solution de (FE) si et seulement si

Ainsi, si A est une primitive de be? sur I, les solutions de (E) sont les fonctions

e (A(m)+Xo)e @, N eK

.

Démonstration. Siy = Xe 4, alors ¢/ = Ne 4 —aXe 4, donc y/ +ay = Ne 4. Cette quantité
est égale a b si et seulement si \' = bet. Toute solution de (E) est de la forme Ae™ (en posant

A= yeA), d’ot1 la description compléte. |

Exemple

1
Résolvons ¢/ + —y = x sur J0,+o0o[. On a A(z) = Inz et e*® = 2. On cherche

55

=l A(z) ’ 2 a? :
y=Az)e ¥ =—= avec N(z) =z xz =2z donc A(z) = 3 + Ao. Les solutions sont
x
les fonctions N
73
=— 4 —, Ao € R.
y(z) 3t 0
o o 5 2

Vérification de yy(z) = %5 : y, + %yp = %m =

Exemple

|

Résolvons xy' — 2y = 3 sur ]0,+oco[. On normalise : 3y — ~y = x2. Ici a(x) = —=,
T

1
Alz) = —2lnz, 4@ = — et e=A®) = 22 On cherche y = \(z)2? avec
75
1
N(z) =22 x — =1, donc A(x) =z + Ao. Les solutions sont les fonctions
7

y(x) = 3 4+ Noz?, Ao € R.

\

4.5 Equations a coefficient constant : recherche d’une solution particuliére

On considére maintenant (E) : ¢’ +ay = b(z) avec a € K constant. Les solutions de I’équation
homogeéne sont les fonctions z — Ae™%*. Pour trouver une solution particuliére, on la cherche
de la méme forme que le second membre.

Solutions particuliéres de y' + ay = b(x)

Soit a € K.
(i) Second membre exponentiel. Pour b(z) = Ae™* avec A,m € K :
: : A . e
e si m # —a, la fonction y,(z) = i e™* est solution particuliére ;
m+a
e si m = —a (cas de résonance), la fonction y,(xr) = Axze™® est solution
particuliére.

16
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(ii) Second membre polynomial. Si b est un polynome de degré n et a # 0, il existe
une solution particuliére polynomiale de degré n. Si a = 0, il suffit de prendre une
primitive de b (polynoéme de degré n + 1).

(iii) Second membre trigonométrique. Pour b(z) = Bcos(wzx) (resp. Bsin(wz)),
avec a, B,w € R, on cherche une solution particuliére de y' + ay = Be™?, et 1’on en
prend la partie réelle (resp. la partie imaginaire).

Justification. (i) Siy = ke™®, alors ¥ + ay = k(m+a)e™*, égal & Ae™* pour k = mi—&-a lorsque
m+a#0. Sim= —aety= Are™, alors y + ay = Ae™® + Amze™ + aAxe™® = Ae™* car
m+a = 0. (iii) Si y = u + v est solution de y' + ay = Be™?, avec a réel, alors en prenant les
parties réelle et imaginaire de cette égalité on obtient u'+au = B cos(wz) et v/ +av = Bsin(wx).
(ii) s’obtient en cherchant y, = > cxaz* de degré n et en identifiant les coefficients. [ |

1
. y'—|—2y:e$:mzl;«é—Q,yp(x):§e‘”.

oy —y=¢":icia=—1et m=1= —a (résonance), yp(r) = xe”. Vérification :
Yp — Yp = €% + ze” — xe® = .

e y/+y =17 on cherche y, = ax?+ Bz 4. Alors y,+y, = az®+(2a+8)z+(8+7),
dota=1,8=-27=2: yy(z) =22 — 2z + 2.

ey + 2y = cosx : on cherche une solution de ¢’ + 2y = €, soit
et® (2—1)(cosx +isinx) 2cosx +sinx
= = de partie réelle ———— .  Donc
Y= 12 ' 5  Gep 5
o) = cos :p;— sinx (vérification : y],0+2yp _ =2 sinzg—f—cosx 4 dcosat2sing _ g z).
Second membre somme de deux termes
. 1 2cosz +sinx
Résolvons y’ + 2y = e” + cosz sur R. Par superposition, y,(z) = ge‘” 4+ ———— est

5
solution particuliére. Les solutions homogénes sont Ae™2%, donc l’ensemble des solutions

est
1 2 i
y(x) = 3¢ 2SR TTART x5—|— =4 Ae 2, AeR.

4.6 Probléme de Cauchy

Probléme de Cauchy

Soient xg € I et yg € K. L’équation (F) admet une unique solution y sur I vérifiant la
condition initiale y(zg) = yo.

Démonstration. Les solutions sont les fonctions y = yp—i—)\e_A, A € K. La condition y(xg) = yo
s’écrit yp(xo) + e~ A@o) = 4o soit X = (yo — yp(xg))eA("”O) il y a exactement une valeur de A
qui convient. |

17
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Remarque

Graphiquement (voir la figure du paragraphe 4.2), par chaque point (z¢,yp) passe une
courbe intégrale et une seule.

Résolution d’une équation y’ + a(z)y = b(z) avec condition initiale

1. Mettre I’équation sous forme normalisée y' + a(z)y = b(x) sur un intervalle T
ol a et b sont continues.

2. Résoudre I’équation homogeéne : y;,(z) = e~ A®).

3. Chercher une solution particuliére y, : forme du second membre si a est
constant, variation de la constante sinon.

4. Conclure : les solutions sont y, + y.

5. Si une condition initiale y(xg) = yo est imposée, déterminer A & la fin, en utilisant
la solution générale compléte (et non la solution homogeéne seule).

Résolvons le probleme de Cauchy ¢’ + 2y = cosz, y(0) = 1. Les solutions de 1’équation

2 i 2
sont y(x) = COS%JFSHLT + Ae™2%. La condition initiale donne y(0) = R +A =1, dou

3
A= 5 L’unique solution est

2cosx +sinx 3 _
Z/(l“):#*'ge 2,

Attention

On détermine la constante A en dernier : déterminer A & partir de la seule solution
homogeéne, avant d’ajouter la solution particuliére, est une erreur trés fréquente.

5 Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients
constants

5.1 Vocabulaire et structure
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Equation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants

Soient a,b,c € K avec a # 0, et d une fonction continue sur I & valeurs dans K. On
considére ’équation d’inconnue y :

(E) ay’ +by +cy=d(x).

Une solution de (F) sur I est une fonction y : I — K deux fois dérivable sur I vérifiant
(E). L’équation (Ey) : ay”+by' +cy = 0 est 'équation homogene associée. L’équation
d’inconnue r € K

ar’4+br+c=0

est appelée équation caractéristique de (F). On note P(r) = ar? + br + ¢ le polynéme
associé, et A = b? — 4ac son discriminant.

Structure des solutions

(i) Si yp est une solution particuliére de (E), les solutions de (E) sont exactement les
fonctions y, + yn, out yp, décrit les solutions de (Ep).

(ii) Principe de superposition. Si y; est solution de ay” + by’ + cy = di(2)
et yo solution de ay” + by + cy = dao(x), alors A\y; + pys est solution de
ay” + by + cy = Adi(x) + pda(x).

Justification. Elle est identique & celle du premier ordre, et repose sur la linéarité de la
dérivation : la fonction y — ay” + by’ + cy vérifie L(Ay1 + py2) = AL(y1) + pL(y2). Par
exemple pour (i), L(y — yp) = L(y) — L(yp) = L(y) — d, qui est nul si et seulement si y est
solution de (E).

5.2 Reésolution de I’équation homogéne
L’idée est de chercher des solutions de la forme x — €. Comme (") = re™ et (e™)" = r2e’?,

on a
a(erx)ll + b(em:)l + CCT‘T — P(T) em:.

La fonction x — €™ est donc solution de (Ep) si et seulement si r est racine de I’équation
caractéristique.

Solutions de ay” + by +cy =0

e Cas K=C.
— Si A # 0 (deux racines distinctes r1 # ro) : y(z) = Xe™* + pe™*, avec
(A p) € C2.
— Si A =0 (racine double 7) : y(z) = (A + pux) €™, avec (A, u) € C2.

e Cas K = R (coefficients réels, solutions réelles).

— Si A > 0 (racines réelles 71 # 13) : y(x) = Xe™® + pe™®, avec (A, u) € R2.
— Si A =0 (racine double réelle 7) : y(z) = (A + uz) €™, avec (A, u) € R2.

—Si A < 0 (racines complexes conjuguées a + i, avec S > 0)
y(z) = e** (A cos(Bx) + psin(Bz)), avec (X, ) € R2.

\. J

Eléments de justification (le théoréme est admis). Dans le cas A # 0, les fonctions "% et

roxT b

e"% sont solutions, donc leurs combinaisons linéaires aussi. Dans le cas A = 0, r = —5- est
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racine double, c’est-a-dire P(r) = 0 et P'(r) = 2ar + b = 0, et un calcul de dérivées montre que
a(ze™)" +b(ze’) + cxe™ = (P(r)z + P'(r))e’™ =0,

donc ze™ est aussi solution. Dans le cas réel A < 0, on prend la partie réelle et la partie
imaginaire de la solution complexe elati®)z co qui donne les deux solutions réelles

e cos(Bz) = Re(e(a+iﬁ)x), e sin(fr) = Im(e(a”ﬁ)x)_

Attention

Si les coeflicients sont réels et que l'on cherche des solutions réelles, on n’écrit
pas delotiB)z 4 ue(o‘*iﬁ)"’ avec des constantes complexes quelconques : on écrit
e (Acos(Bx) + psin(Bx)) avec A, u réels.

| '

Exemple
/W — 0 2 _ _ _ _ : H . T 2x
e v/ =3y +2y=0:r°—3r+2=(r—1)(r—2), racines 1 et 2. Solutions : \e® 4+ pe*.
e v/ +2y+y=0:7r24+2r+1=(r+1)? racine double —1. Solutions : (A + pux)e?.

ey +2¢y +5y = 0: A = 4—20 = —16, racines —1 & 2i. Solutions :
e~ (Acos(2z) + psin(2z)).

o ' +w?y =0 (w > 0) : racines +iw, solutions \cos(wz) + psin(wz) (oscillations
sinusoidales).

wx

o i —w?y =0 (w>0) : racines w, solutions \e“? + pe~

5.3 Probléme de Cauchy

Probléme de Cauchy (admis)

Soient xg € I et yp,y1 € K. L’équation (E) admet une unique solution y sur I vérifiant
les deux conditions initiales

yxo)=yo et y(z0) = u1.

Exemple

| '

e v/ 3y +2y =0,y(0) =1,4'(0) = 0. On ay(z) = Xe*+pue®® et y'(z) = \e® +2ue?®.
Les conditions initiales donnent A +pu=1et A+2u =0, donc p=—-1let A =2:
y(z) = 2% — 7.

o y'=2y'+y=0,y(0) =1,y(0) = 3. Onay(z) = (A+uz)e” et y'(z) = (A+p+pz)e”.
Donc A=1et A+ p=3,s0it p=2: y(x) = (1+2z)e".

ey  +y = 0, y0) = 0, y(0) = 1. On a y(x) = Acosx + psinz et
y' () = —Asinz 4+ pcosxz, donc A=0et p=1: y(z) =sinz.

\. .

5.4 Recherche d’une solution particuliére

Comme au premier ordre, on cherche une solution particuliére de la méme forme que le
second membre, avec une modification dans les cas de résonance.
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Second membre exponentiel : ay” + by’ + cy = Ae™®

Soient A,m € K et P(r) = ar? + br +c.

€™ est solution

(i) Simn’est pas racine de P (c’est-a-dire P(m) # 0) : yp(z) =
particuliére.
(ii) Si m est racine simple de P (c’est-a-dire P(m) = 0 et P'(m) = 2am + b # 0) :

yp(z) = Pim) x e™* est solution particuliére.

A
(iii) Si m est racine double de P : y,(x) = %G 22 ™ est solution particuliére.
a

Démonstration. On calcule, pour k € {0,1,2}, laction de Vopérateur L(y) = ay” + by’ + cy

sur zFe™?
L(e™) = P(m)e™, L(ze™) = (P(m)z + P'(m))e™,
L(2*e™) = (P(m) 2* + 2P'(m) z + 2a)e™".
Dans le cas (i), L(%)emx) = Ae™*. Dans le cas (ii), P(m) = 0 donc L(ze™*) = P'(m)e™*

m
et L(ip,‘?m) xem‘”) = Ae™*. Dans le cas (iii), P(m) = P'(m) = 0 donc L(x%mz) — 20e™T ot

L(é%xQemx) = Ae™”. |
Second membre trigonométrique
Soient B,w € R et a,b,c réels. Pour trouver une solution particuliére de

ay” + by’ + cy = B cos(wzx) (resp. Bsin(wx)) :

1. on cherche wune solution particuliére 2z, (& valeurs complexes) de
az" + b2 + cz = Be™?*, avec le théoréme précédent pour m = iw ;

2. on prend y, = Re(zp) (resp. y, = Im(z)).

\.

Cela fonctionne car les coefficients sont réels : Re(az” 4 bz’ +cz) = aRe(z)"” +bRe(z) + cRe(z),
et de méme pour la partie imaginaire.

1
oy —3y +2y=¢3: P(r)=r?—-3r+2, P(3) =2 # 0, donc y,(z) = 56336. Les

1
solutions sont y(z) = 5631 + Ae® + pe?®.

o y' — 3y +2y = e®® . m = 2 est racine simple de P, avec P'(2) =2x2 -3 = 1.
Donc yp(z) = we**. (Vérification : y, = (14 22)e**, y) = (4 + 42)e*®, et

yg—3y;,+2yp :ezx(4+4x—3—6m+2m) =e%)

ey +2) +y = e®: m = —1 est racine double de P(r) = (r + 1), donc
1 1
yp(z) = ixQefm. Les solutions sont y(z) = (5372 + A+ ,u,m> e .
e y/ +y = cosx (résonance) : on cherche une solution de 2" + z = ¢,
Ici P(r) = r2 + 1, m = i est racine simple et P'(i) = 2i, donc
i g(sinz—icosx i
zp(z) = x; = ( 5 ) On en déduit y,(z) = Re(z,) = xs;nx (et
i
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—X COST

5 pour le second membre sin z).

ey +2/ +2y = cosz : P(r) = r*+2r+2, P(i) = 1+2 # 0 Ona
et (1—2i)e"™ cosx + 2sinx
Zol(@) = e - , ot yp(z) = Re(zp) = —

\. J

Remarque

e Pour un second membre polynomial de degré n, si ¢ # 0, on cherche une solution
particuliére polynomiale de degré n (on identifie les coefficients). Par exemple, pour
y" —y =, on cherche y, = ax + f : —ax — § = = donne y,(z) = —x.

e Pour un second membre somme de plusieurs termes usuels, on utilise le principe de
superposition.

e La résonance (P(m) = 0) apparait quand le second membre ™% est lui-méme
solution de I’équation homogene : on multiplie alors par x (racine simple) ou 2
(racine double). Pour y” + w?y = cos(wz), le facteur z fait croitre amplitude des
oscillations : c’est le phénomeéne physique de résonance.

Résolution d’une équation ay” + by’ + cy = d(z) avec conditions initiales

1. Equation caractéristique ar? +br + ¢ =0 : calculer A et les racines.
2. Solutions de 1’équation homogeéne, selon le signe de A (et le corps R ou C).

3. Solution particuliére de (E) : de la forme du second membre, avec multiplication

par x ou .’L‘2 en cas de résonance.

4. Solution générale : y, + y.

5. Conditions initiales y(xo) = o, ¥'(z0) = y1 : on dérive la solution générale
compléte, on écrit les deux équations et 'on résout le systéme en (A, p).

\

Résolvons y” + 2y’ + 2y = cosz, y(0) = 0, y'(0) = 0.

1. 7242r4+2=0: A=4—8 = —4, racines —1 +31.
2. Solutions homogeénes : e™* ()\ cos T + psin x)

. - . cosx + 2sinw
3. Solution particuliére (voir ci-dessus) : y,(z) = —————

)
4. Solutions : y(z) = e *(Acosz + psinz) + w
5. On dérive : y/(z) = e "((n — A)cosz — (A + p)sinz) + —sinx;—2cosa:. Les
conditions initiales donnent y(0) = \ + % =0et y(0) =p— A+ % = 0, donc

1 3
)\: —g puiS,LL: —5
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L’unique solution est

—X 2 .
y(z) = —%(cosx+ 3sinz) + w
Récapitulatif
Equation Solutions
Yy +a(z)y=0 Ae=A@) avec A =a
Y +a(z)y = b(x) yp + Ae™A®) o 4 par variation de la constante (N = be?) ou

de la forme de b si a est constant

ay” + by’ + cy = 0, racines | Xe"® + pe"®
™1 F T2

ay” + by’ + cy = 0, racine | (A + px)e™
double r

ay’ +by +cy =0, A <0 | e*(Acos(Bx) + psin(Bz)), racines a + if3
(réel)

A A A
ay” + by + cy = Ae™* emne ze™® si m racine simple ; o

P(m) ' P'(m)
racine double

x2e™ §i o m

ay” + by’ + cy = Bcos(wz) | partie réelle ou imaginaire d’une solution particuliére avec
ou Bsin(wz) second membre Be'?
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