Maths - DS n°2 - Mercredi 29 novembre - 2h, 2 heures
Correction DS n°2

Exercice 1.

(By): 22+ (1—3i)z—4—3i=0

A=(1-3i)>+4(4+ 3i) =8+ 6i
Cherchons § = x + iy tel que A = 42,

2 _ A 2> —y? = 8 22?7 = 18
{ G2 = |A] &1 2zy = 6 <14 2zy = 6>0
B 2y = V8 462=10 22 = 2

Par exemple, § = 3 + 1.

Les solutions de (£7) sont donc :

—1+3i+3+1 —1+3i—3—1
z2 = +22+ +Z:1%—21' et 29 = +Z2 Z:—2+z'

(Ey) : 2° +2i2* — 32 =0

0 est racine évidente :-)
(Es) © 2z(*+2i2—3)=0
A= (202 +4x3=8=(2v2)

Les solutions de 1'équation sont donc
Sy = {0; —i + 2v/2; —i — 2V/2}
(B3): (z—d)*=1

z est solution de (Fj3) si et seulement si z — i est une racine quatrieme de 'unité.
Donc les solutions de (£ — 3) sont les complexes z vérifiant :

z—i=¢e"1  ouke[0;3].

Clest-a-dire z =1+ 1louz=i+i=2iouz=i—louz=1—1=0.

S3 ={0;2i;1 +4;—1 44}

Exercice 2.

cos(a + b) + cos(a — b)
5 .
2) Soit n un entier naturel et x un réel.

1) cos(a)cos(b) =

Posons a = (n+ 1)z et b = x.
cos ((n 4 2)x) + cos(nx)

cos((n + 1)z) cos(z) = 5

Donc

cos((n + 2)z) = 2 cos(x) cos((n + 1)z) — cos(nz)



3)

n

Soit x un réel.

cos(2x) = 2 cos?(x) — 1

En n’utilisant que les deux questions précédentes :

a) cos(3z) = cos((1 + 2)z) = 2cos(z) cos(2x) — cos(z) = 2cos(z)(2 cos*(z) — 1) — cos(x)
Donc cos(3z) = 4 cos®(z) — 3 cos(x).

b) Par exemple :
cos(4z) = cos(2x 2z) = 2cos?(2z) —1 = 2 (2cos?(z) — 1)°—1 = 8 cos*(z) — 8 cos?(z) + 1.

Exercice 3.

f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R et
Ve e R, f'(z) =e* +ze® = (v + 1)e”.
fl(x) >0 x+1>0<«< x> —1 puisque exp > 0.

Enfin, lim f(z)= 0 par croissances comparées.
T——00

Valeurs de z —00 —1 400

—1
Variations de f | 0 N — /' 400

[ est continue et strictement croissante sur U'intervalle [—1; +oo[ done, d’apres le théoréme
de la bijection continue, f est une bijection de [—1; +o0[ sur J = [_—; +oo|:.
e

Conformément au résultat de cette question, on note W = f~! la bijection réciproque de la
fonction f.

Notamment, W est définie sur J et a valeurs dans [—1; +o0.
Soit x € J.
W(z)eW® = f(W(z)) = z par définition de W, bijection réciproque de f.

Utilisons maintenant le théoreme de la bijection dérivable : f étant dérivable sur [—1; +o00],
W est elle-méme dérivable en tout réel x € J tel que f/(W(x)) # 0.

Or f/(W(x)) = (W(z)+ 1)@ = W(x)e"W®@ 4 V@) = g 4 W @),

Donc f/(W(x)) # 0 si et seulement si W (x) # —1, ce qui équivaut a x # f(—1) = —.

—1
Finalement, W est dérivable sur ]—; +oo[ et
e
—1 1
Ve € |—; W' (zr) = ———

Soit z un réel.

F(z) = JI te'dt = [te']" — f“"’ eldt = ze” — [']" = (v — 1)e".

G(x) = f treldt = [tzet]x — J 2te'dt = 2?e” — 2F(z) = (2 — 22 + 2) €”.

Soit x € J.

xT

On va faire le changement de variable u = f(t) dans U'intégrale Q(x) = | W (u)du.

u = f(t) donc du = f'(¢t)dt = (¢t + 1)e'dt. Enfin, comme z € J, on peut affirmer que
t=W(u).



= f W(u)du = f t(t+1)efdt = f te! +t?e'dt = F(W(x)) + G(W ().

Qz) = (W(z)? = W(x)+ 1)@ = W(x) x W(x)e® — W(x)eW@) 4 V@),
Cest-a-dire Q(z) = aW(z) — x + V@,
Finalement

Vo e J,Qx J W(u)du = 2W(z) — 2 4 V'@

Exercice 4.
1) Etudions f : z € R* + Arctan(x) + Arctan( ) qui est dérivable sur R comme composée

de fonctions dérivables.
y 1 I 0

!/
€Tr) =
@) 1+a22 22 1+L5 1+2% a?+1
Or R? =]0; 4o00[ est un intervalle, f" est nulle sur cet intervalle, donc f est une fonction

constante.
De plus, f(1) = Arctan(1) + Arctan(1l) = 2 x
Donc

7r
2
g — Arctan(x)

T
4
. 1
Vo € RY, Arctan (5) =

Soient p et ¢ deux entiers tels que 0 < p < q.

2) ¢ > pdonc g —p>0etpet g étant strictement positifs, p + ¢ > 0.
q—p
prq :

Concernant l'inégalité de droite,

u<1<:>q p <p+q<< —p < pquiest vraie puisque p > 0.

p+q
OnadoncbienO<u < 1.
P+q

3) Soit A = Arctan (g) + Arctan (ﬁ)

> 0.

Donc

0 <p<gqgdonc0< b < 1. Comme Arctan est strictement croissante sur R, on a donc
q

0< Arctan(p) < %

De méeme, en utilisant la question précédente,

0 <Arctan(q_p) < T
p+q 4

Finalement, en faisant la somme de ces deux encadrements, on a bien

T
A<=

0<A< 5

tan(u) + tan(v)

4) Calculons tan(A) en utilisant la formule d’addition tan(u + v) = T tan(a) tan(0) :
— tan(u) tan(v

q—p p>+pa+q®—pg

p+ - p(p+q)

x 4 2®+pg—pg+p*’
p(p+q)




Donc tan(A) = 1.

0
[7]. Comme d’apres la question précédente A € ]0; 5[, on peut donc affirmer

A=C
4

notamment que A est indépendant de la valeur de p et de q.

Lorsque tan(2z) et tan(z) sont définis, on a :
2 tan(x)
tan(2z) = ——————
1 — tan?(x)

Soit B = 2Arctan(%) et C'=2B. 1l s’agit de calculer la valeur de C.

7 . .
Commencons par remarquer que 0 < R < ldonc 0 < B < 5 par stricte croissance de
Arctan.

2xg 2 25 5
De plus tan(B) = i’ = e X =Ty
=5 5 2 12

Remarquons a nouveau que tan(B) < 1. On peut donc préciser l'intervalle contenant B :
s
0<B<-—.
4 s
Par conséquent 0 < C' < 3
2 tan(B i3 5 144 120
tan(C) = (B) _ 1 — ===
1 — tan?(B) — % 6 119 119

120
Comme de plus 0 < C' < g, on peut donc affirmer que C' = Arctan (—) Finalement, on

119
a donc . 120
4 Arctan (5) = Arctan (—)

119

Posons p = 119 et ¢ = 120 dans le résultat de la question 4.
119 1 v
lors A — Arct — = -
On a alors rctan(mo) + Arc an(239) 1
119 120
En utilisant par ailleurs la question 1, on a aussi Arctan (EO) + Arctan (E) = g

Enfin, d’apres la question précédente,

120 T 119
4Arctan(%) = Arctan (—) =35~ Arctan (m),

c’est-a-dire :
T w

1
4Arctan(%) = 51 + Arctan (@)

En réorganisant cette derniere identité, on obtient bien la formule de Machin :

T_ 4 Arctan (l) — Arctan (L)
4 5 239



