Maths - DS n°3 - Mercredi 24 janvier, 2 heures

Correction DS n°3

Exercice 1.
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La matrice A est donc inversible et
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et la matrice A n’est donc pas inversible.

e Fnfin, sia=—1":
1 a1 z 1 -1 1 x
1 1 awy > 0 2 -2 y—u
a 1 a =z 0O 0 0 x4z
et la matrice A n’est pas non plus inversible.
r 4+ ay + 2z = 2a
2) Lesysttme s = + y + az = 3 —a dinconnues (z;y;z) € R? peut s'écrire :
ar + y + azx = a+1
x 2a
Al v |=1] 3—a
z a+1
Discussion :

e sia=#1eta# —1, alors la matrice A est inversible et le systeme possede donc une

unique solution qui est

2—2a 5
2a 1—a
_A_l B _2a2+a_|_1 B 2a+1
yo|= oo =m0 [T e+t
z a+1 a2+a—2 —a—2
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e sia =1, le systeme se réécrit :
r + Yy + z = 2
r + Yy + 2z =2 Srxtytz=2
r + vy + z = 2
Il possede donc une infinité de solutions qui sont :
S={@y2) e R a+y+z=2}={2-y—zy;2) e R ye R,z e R}
e enfin, si a = —1, le systeme se rééerit :
r —y + z = =2
xr + Yy — z
-r +y — z = 0



En faisant 'opération Ly <— Ly + L3, on obtient donc le systeme équivalent

0 = -2
r 4+ y — z = 4 quiestincompatible.
-r +y — z = 0

Il n’y a donc pas de solution.

Exercice 2.

1) Soient o € R et k € N : par définition,

[ )
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3) Montrons par récurrence que ( /3: ) = (_1)k4§f(l{;!))2

2k)! =
Initialisation : pour k =0, (—1)* (kN _ 1 et ) =1.
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e (CEIE

Conclusion : la propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc
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1
5) Arcsin’(z) = ——— pour tout z €] —1; 1[ donc en posant © = —z? dans le développement
) () Wi ] [ p Pl

limité précédent, et en remarquant que Arcsin(0) =0, on a :

| o (2k) .
Arsin(a) = > g 0 T %)

k=0

~ N . 7 7’ 7T
6) De méme qu’a la question précédente, en remarquant que Arccos(0) = 5

Arccos(x) = ;T — Z (2k):

k=0

2k+1 2n+1
F(RD?(2k + 1) G

Exercice 3.

Ug =1
1) x =1 donc u est la suite définie par { =1
Upy2 = 2Upi1 — Uy

Equation caractéristique : 22 — 2z + 1 = (z—1)2=0
Donc Vn € N, u,, = An + B, ou (A; B) € R~

On utilise les valeurs de ug et uq; pour identifier A et B :
uw=1=B=letuy=1=A+B=1=A=0.
Donc Vn € N, u,, = 1.

U =1
2) x = 3 donc u est la suite définie par { v = 1
Unt2 = Uptl — Un
Equation caractéristique : 22 — 2z +1 = 0 qui a deux solutions z = # = ¢'5 et
29 = e 3,
Donc Vn € N, u, = Acos(n%)+ Bsin(nZ), ou (4; B) € R~

N

A nouveau, on utilise les conditions initiales pour identifier A et B :

A = 1 N A =1
Acos(%)—l—Bsin(%) = 3 B =0

Donc Vn € N, u,, = cos (n%)

Uo =1
3) x =2 donc u est la suite définie par { = 2
Un+2 = 4un+1 — Up

a) Equation caractéristique : 22—4z4+1 = 0 qui a deux solutions z; = 2+v/3 et 2o = 2—/3.
Donc Vn € N,u, = A(2+V3)" + B(2 —V3)" ot (4;B) € R

En utilisant les valeurs de ug et u; on obtient donc le systeme suivant vérifié par A et

B :
A+B = 1 A+B =1
A+V3)+B(2-V3) = 2 j B(2-V3-2-V3) = 2—-2-3
S

(2+v3)' +(2-V3)"

Donc Vn € N, u,, = 5



b) 0<2— V3 < 1, donc pour tout entier n, 0 < (2 — \/g)n < 1.
Donc pour tout entier n, on a (2 + \/g)n < (2 + \/§)n + (2 — \/g)n < (2 + \/g)n + 1.
Orug € Z, uy € 7, et uyy o = 4,1 —u, donc par une récurrence immédiate, Vn € N, u,,
est entier.
Comme par ailleurs 2u,, = (2 + \/§)n + (2 — \/§)n, on en déduit que p = (2 + \/g)n +
(2 — \/§)n est aussi entier quelle que soit la valeur de n € IN.
Donc le réel x = (2 + \/g)n vérifie z < p < x + 1, c’est-a-dire que p = [z + 1.

2+Vv3) +(2-Vv3)" [2+V3)]+1

Donc pour tout entier n positif, u,, = 5 = 5

c) En développant l'expression de w, grace au binéme de Newton, on obtient pour tout

entier positif n :

i ( Z ) (V3" + (—\/ﬁ)k) gn—k

k=0
Uy =
. 2
k=0 k
k pair

= . car pour k impair \/gk + (—\/g)k =0

Donc u,, =2"+ 3

]

n — — ’ P o .
( o )3k 19772k ot par conséquent 3 divise u, — 2.

k=1
Ug = 1
4) Soit z € R et u définie par { = =z
Upta = 2XUpy1 — Up

Equation caractéristique : 22 — 222 +1 =10
Discriminant : A = 42% — 4 = 4(2? — 1).
Le discriminant est strictement positif si et seulement si 22 > 1 < z €] — 0o0; —1[U]1; +o0.
On a donc trois cas :
o r €| —oo; —1[U]l;+o0f, dout A > 0. L’équation caractéristique a deux racines réelles

distinctes

20 +2vx? — 1
2] = 5 =zr+vVat—-letz=ao—va?-—1
Donc il existe (A4; B) € R? tel que pour tout entier positif n, u, = Az + Bzl
A+ B =1
Or ug =1 et u; = z donc { dont on déduit

Alx+ Va2 —1)+ Bz — Va2 —1) = z

1
que A = B = —. En résumé
2 )

(:U+\/932—1)n+(x— 932—1)n

Vn € N, u, =
n u 5

e Siz=—-1oux=1,douA =0. L’équation caractéristique possede une unique racine

2x
réelle zy = - =7 donc il existe (A4; B) € R? tel que pour tout n € N, u,, = Az"+ Bna".

A =1
Or ug =1 et uy = x donc dont on déduit que A=1et B=0. En
Ar+Bx = =z



résumé,

Vn e N,u, = 2" = (£1)"

e Size]—1;1], dout A < 0. L’équation caractéristique possede deux racines complexes
conjuguces distinctes
2 = 2+ i1 — a2 = eiArecos(n) of 4 — g iArceos(x).
Donc il existe (A4; B) € R? tel que pour tout entier positif n, u, = A cos(n Arccos(z)) +
Bsin(n Arccos(z)).

A
Or ug = 1 et uy = x donc { dont on déduit que A = 1 et

= 1
Arx + BVl —22 = z

B = 0. En résumé,

Vn € N, u,, = cos(n Arccos(x))

Exercice 4.

1 1
1) [y = - sdr = ! dz = Arctan(1) — Arctan(0) = L
o - 0 4

1+2 1+ 22
by 1" 22 In(1+12) —In(1+0?) In(2)
I, = 2d93:— de: =
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1 1,
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2) Pour tout n € IN :

1 n n+2
I+ 1., = f T T
0

xn-i—l 1
N [n1+ 1]0
n+1

3) Par récurrence sur n € IN :

Initialisation :

(—1)%0y = Ip = = et Z+ZOI(_1)k =z
0707y 7y 4

k=1

De méme, (_1)012><0+1 =1 =

In(2) . ZO: (—1)k In(2)

Hérédité :

Supposons que pour n € IN donné, on ait
n

N o (—1)F
(—1)"y, = Z+sz_1

(=)o = 5 +Z T
Alors




(—1)n+1f2(n+1) = (—1)n+1f2n+2

1
= (= (2 1 IQn) d’apres la question 2)
n
(-1
2n + 1 :lr (=1L )
1" 1
- W T Z o _)1 d’apres I'hyp. de récurrence

n+1 k
o (—1)
= 4+th—1

et
(_1)n+112(n+1)+1 = ( 1)” ]2n+3

1
= (=) (2n noa ]2n+1) d’apres la question 2)
(=
(1
- é(n :— 1) * ; ) + Z ( 2;2 d’apres 'hyp. de récurrence
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Conclusion :
La propriété est initialisée pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang, donc pour tout

n € NN,

n k
m (1)
—1)" I = =+
(1) L 4 L2k —1
In(2) " (—1)k
—1)" I = —
(=1)"Lon 41 5 + oy
k=1
Soit n € N et x € [0;1].
In
e ) < e car le membre droit est un quotient dont le numérateur est positif et le
x
dénominateur strictement positif.
xn—l—l " "
e 0<z<1=0< < car > 0 d’apres le point précédent.

1422 14 a2 1+ a2
e 1+ 22> 1 et la fonction inverse est décroissante sur R? , donc

1 . z"
< 1 dont on déduit que 1 < 2" car 2" > 0.

1+ a2 . . + 22
Donc pour tout entier positif n et tout = € [0; 1], on a
l.n+l "

ST 2ST72 57

En intégrant l'encadrement de la question précédente, valable pour tout z € [0; 1], sur le

segment [0; 1], on obtient, pour tout entier positif 7 :

1 T i 1 n 1
dr< | 2—dr< T dr< | and
OO:U\ Ol—l—xzx\ Ol—l—xzx\ O:U x

d’ou, pour tout entier positif n,
1
0<In+1<-fn<n—+1-
La suite (), est done décroissante, positive, donc convergente, et en utilisant le théoreme

des gendarmes appliqué a l'inégalité précédente, on a

lim I, =0

n—-4o00



6) D’apres la question 3) : pour tout entier positif n,

z": (" (—1)" Iy, — % donc Zn: —(_l)kH =—(—1)"I, + T

Lok —1 Lok — 1 4
Or d’apres la question précédente, lim Iy, = 0 donc
n——+00

n -1 k+1
lim (1)

_7T
notoodmd 2k —1 4
k=1

7) De méme, d’apres la question 3) : pour tout entier positif n,

k=1 2k k=1 k

Or d’apres la question précédente, lim Iy,.; = 0 donc
n——+0o0o

‘ n (_1)k+1 B

2

In(2)
2




