Maths - DM n°2 - Pour le lundi 13 novembre,

Correction DM n°2
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Exercice 1.

e Montrons que sh est une bijection de R dans R.

xT —T
Par définition, Vo € R, sh(z) = R
Donc sh est continue et dérivable sur R comme somme et composée de fonctions conti-
nues et dérivables. . i N .
De plus, Vo € R,sh’(z) = — (2_6 ) _¢ _;6 = ch(x).

Notamment, la fonction exp étant strictement positive sur R, Vo € R, sh’(z) > 0.

Donc sh est strictement croissante sur R, donc est injective.
xT —T

e’ — : . :

Enfin, lim sh(z) = lim ———— = 400 et sh étant impaire, lim sh(z) = —o0.
r—r—+00 Tr—r—+00 r——00

Comme par ailleurs sh est continue, le théoreme de la bijection continue permet d’affir-

mer que sh est une bijection de R sur | — oo; +00[= R.

Remarquons au passage, comme sh(0) = 0 et que sh est strictement croissante sur R,

que

sh(z) >0 2 >0

e Montrons que ch est une bijection de [0; +oo[ sur [1;4o00].
A nouveau, par définition de ch, ch est continue et dérivable sur R et un calcul immédiat
montre que ch’ = sh.
Or nous venons de voir que sh est strictement positive sur |0; +oo[ donc ch est strictement
croissante sur [0; +o0c[, donc injective.
De plus ch est continue, ch(0) =1 et zgl:ll—loo ch(z) = 400, donc d’apres le théoreme de la
bijection continue, ch est une bijection de [0; 4+o0[ sur [1; o0

On note Argsh et Argch leurs bijections réciproques.

Le théoreme de la bijection continue nous permet d’affirmer que Argsh et Argch sont conti-
nues et strictement croissantes sur leur ensemble de définition,

que Argsh est une bijection de R dans R

et Argch une bijection de [1; 4o00[ sur [0; +o0].

Vu € R, ch®(u) — sh*(u) = 1.

Soit x un réel et posons u = Argsh(x).

On a donc ch?(Argsh(x)) — sh?(Argsh(z)) =1

et par définition de Argsh, sh®(Argsh(z)) = 22,
Donc ch?(Argsh(z)) = 1 + 22.

Enfin, comme ch > 0 sur R, on peut conclure que, pour tout réel z,
ch(Argsh(z)) = +v 1 + a2

De méme, en utilisant le fait que Vu € R, ch®(u) —sh®*(u) = 1 pour u = Argch(z) (avec, par
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définition de Argch, x réel supérieur ou égal a 1), on obtient que
2% — sh?(Argch(z)) =1

On en déduit que Vo € [1;400], sh(Argeh(z)) = £va? — 1.
Enfin, Argch(z) € [0; 00| (par définition de Argch) et sh est positive sur Ry donc

V€ [1; +o0[,sh(Argch(x)) = +vV 22 — 1

e sh est une bijection de R dans R dérivable sur R, donc Argsh est dérivable
en tout = € R tel que sh’(Argsh(x)) # 0.
Or sh’(Argsh(z)) = ch(Argsh(z)) = v/1 + 22 ne s’annule jamais donc Argsh est dérivable

sur R et
1

V1+ a2

e ch est une bijection de [0; +00[ dans [1; +-00[ dérivable sur [0; +00] done Argeh est déri-

Argsh’(z) =

vable

en tout = € [1;+oo[ tel que ch’'(Argch(z)) # 0.

Or ch'(Argch(z)) = sh(Argch(z)) = v — 1 s'annule (sur [1; 4o00[) si et seulement si
r =1

Done Argeh est dérivable sur |1; +oo] et Va €]1; +o0,

1

Argch' (LE‘) = ﬁ

sh
it th = —.
Soi A

ch ne s’annulant jamais sur R, th est définie, continue et dérivable sur R.
h h —sh h 1
Vi € R, () = @) X h(@) — sh(z) x sh(z)

ch?(z) B ch?(z)
Donc th est strictement croissante sur R donc injective.
A 1— —2x

De plus, lim th(z) = lim o lim — =1t

T— 400 z—+oo T 4 7 z—+oo | + e 2

sh(—x) sh(z)
Vr € R,th(—z) = = —th
’ (=2) ch(—x) ch(x) ()
Donc lim th(z) = —1.
T——0Q

Finalement, th est une bijection continue de R dans | — 1; 1].

Notons Argth € F(] — 1; 1[, R) sa bijection réciproque.

D’apres le théoreme de la bijection continue, Argth est continue et strictement croissante
sur | — 1; 1 et vérifie

lim1 Argth(z) = —o0 (car lim th(z) = —1) et

T—— T——00

lim Argth(z) = 400 (car lim th(z) =1).

z—1 T——+00

Enfin, th étant dérivable sur R, Argth est dérivable en tout z €] — 1; 1] tel que
th'(Argth(z)) # 0.

1 h?(u) — sh?
Or Vu € R, th'(u) = —— = ch(v) 5 sh(w)
ch?(u) ch?(u)
Donc, Vo €] — 1;1[,th'(Argth(z)) = 1 — th*(Argth(z)) = 1 — 2 qui ne s’annule jamais sur
| —1;1].

1
Donc Argth est dérivable sur | — 1; 1] et Argth’(x) = 1 5
—x

=1 —th?(u).
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Soit x €] — 1;1[ et u € R tels que x = th(u).

On cherche une expression de Argth ce qui revient a exprimer u en fonction de .

r=th(u) & ——==x
et 4 e v
o |
—_—
e 41
2u _ 1 — 2u
Or - & e l=(€"+1)x
& e(l-2)=1+x
oy Lt
~ e =
11—z
o 1l 1+x)
=—1In
R Sl
Finalement

1 1 1
Vo €] — 1;1[, Argth(z) = §ln(1i—i):ln 1ji

On démontre de meéme qu’a la question précédente que
Vo € [1; +o00[, Argch(z) = In (:c + Va2 — 1)

et que

Vo € R, Argsh(z) = In (:c + Va2 + 1)

Il y a cependant deux passages un peu délicats.
En effet, pour obtenir la premiere expression, on résout 1’équation d’inconnue u € [0; 400 :
(Ey) ch(u) =x avec x € [1;+00].

On montre aisément que cette équation est équivalente a
e —2xe" 4+1=0

que P'on résout en posant U = e* a I'aide de la méthode habituelle (discriminant, etc...).
Cette équation a deux solutions qui sont u; = In (a: + Va2 — 1) et ug = In (x — Va2 — 1).
Pour conclure, il faut remarquer que uy < 0, donc n’appartient pas a I'ensemble [0; +00]

dans lequel on cherche I'antéceédent de .
, z? — (2?2 = 1) 1
En effet, x — Va2 — 1 = = <lcarz>1ldoncor+vaz—12>1.
c+vVaZ—1 z4+vVrE—1 -

Donc u; est l'unique solution répondant aux conditions imposées.

Un raisonnement similaire doit aussi étre fait pour obtenir I'expression de Argsh(z).

Exercice 2.

T < ]—%; %l: = s+ 5€ ]O; %l: intervalle sur lequel tan est définie, dérivable et strictement
positive.

Par composition, Gd est donc bien définie et dérivable sur ]—g; %[
tan (%) +1

1 — tan (%)
e On obtient immédiatement la dernicre relation en éerivant

~ftan(5)+1) tan (£) + 1
Gd(z) =In (m) =2In m

Vx € I,tan(%—l—%)

= 2 Argth (tan %)



e De plus

Vo e I tan(z) + ] 2tan %) 1 + tan? (%) B (1 + tan(%))Q
’ cos(x) z _ 2(z) z _ z
1 — tan? (2) 1 —tan (2) (1+tan(2))(1 tan(2))

Donc Gd(z) = In (M) =1In (tan(x) + L )

1 — tan (5) cos(®)
e Sur ]—%; %[, cos est positive donc cos(z) = 4/1 — sin?(z) = ———.
1 + tan?(x)
D’ou : Gd(z) =In (tan(m) +4/1+ tan2(x)) = Argsh(tanz).
e Enfin,
i 1
Gd(z) = In (tan(x) + 1( )) =In (%) = Argth(sin z).
cos(x .9
1 — sin”(x)
cos(z) 1

3) Vo € I,Gd'(x) = (Argth(sinz))’ = =

1 —sin?(z)  cos(z)
4) Gd étant définie sur |-2; Z[, Gd'(z) > 0, la fonction est strictement croissante et continue
donc bijective de :|—— —[ sur R. Sa bijection réciproque est définie sur R et
r = Gd(u) & = = Argsh(tanu) < sh(z) = tan(u) < u = Arctan(sh(z)).
Donc Gd '(x) = Arctan(sh(z)).

On en déduit immdédiatement, en dérivant 'expression précédente que

ch(z) 1
1+sh®(z) ch(z)

Vo € R, (Gd '(2)) =



