Maths - DM n°3 - Pour le lundi 5 février,

Correction DM n°3

Exercice 1.
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3) f possede un développement limité a 'ordre 3 (done a un ordre supérieur ou égal a 1) en 0.

Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0 (terme constant du déve-

loppement limité).

4) De plus, ce prolongement est dérivable et f/(0) = 0 (coefficient du terme de degré 1 du



développement limité).

3

L’équation de la tangente en 0 a Cy est donc y = 0 et f(z) = 5 + o (23) est du signe de
Tr—r

2 au voisinage de 0.

Donc Cy est au-dessus de sa tangente en 0F

et Cy est en-dessous de sa tangente en 0.
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Développement asymptotique : on pose h = — — 0.
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Donc f(x )—x—5+—x3 +x_>0ioo(—13).

Donc la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la représentation graphique de f

au voisinage de +o00 et au voisinage de —oo.

[ est une fonction impaire. 11 suffit donce de I'étudier sur [0; +o0].

De plus f est continue sur R, f(0) =0et lim f(z) =400 (car f(z) =x+ o () au
r—+00 T—+00

voisinage de +00).

Donc f([0; +00[) = [0; +o0], et comme [ est impaire, f(R) = R.

Donc f est surjective de R dans R.

Pour montrer qu’elle est bijective, il suffit de montrer qu’elle est injective. La fonction étant

continue, ceci équivaut a montrer que f est strictement monotone sur R.

Or f est dérivable sur R, de dérivée nulle en 0, et
423
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Donc f" > 0 sur R, ne s’annule qu’en 0, donc f est strictement croissante sur R, donc

Ve >0, f'(x) =

injective.

f est bien une bijection de R dans R.

Exercice 2.

- Partie A - Préliminaire

Par récurrence :

Initialisation : pour n = 0, le produit du membre gauche est vide donc vaut 1 et

20(01)?

o "

Pour n = 1’1_[2k—1 _1:2et o) :522.

Hérédité : supposons la propri¢té vraie au rang n et démontrons la au rang n + 1.

n+1

]

Aok

2k ﬁ 2k y 2n+2  22"(nl)? y 2n+1) x2(n+1)  2272((n4 1)!)?
12k—1"2n+1  (2n)!) T 2n+1)x(2n+2)  (2n+2)!




La propriété est initialisée en n = 0 (et n = 1), elle est héréditaire, elle est donc vraie pour

tout n € IN.

- Partie B - Expression de W,

1)

2)

™

Wy = J 2 1.dt = g et Wy = J sin(t)dt = [— cos(t)]og =1
0 0

Whio = f sin" 2 (t)dt = f sin" ™ (t) x sin(¢)dt
0

0

Wiio = [sin”“(t) X (— cos(t))]% — Jg(n + 1) cos(t) sin™(t) x (— cos(t))dt

donc W90 = (n+1) J cos? t sin™ tdt.
0

D’apres la question précédente, Vn € N :
T 0

Wio = (n+1) J 2 cos’ tsin™ tdt = (n + 1) J 2 (1 —sin®¢)sin" tdt  gope
0 0

= (n+1)W, —(n+1)W,4o

n+1
Wihio+ (n+ 1D)W,i0=(n+2)W, 10 = (n+ 1), ou encore W, 5 = p— 2Wn.
La question précédente permet d’affirmer que Vk € IN,
koo
27—1

Woy, = x W.

T2 e
En utilisant la partic préliminai btient done Wy, = —ai_ T

n utilisant la partie préliminaire, on obtient donc = —.

De méme qu’a la question précédente, Vi € IN,

2k+1 1] 2]+1 1 11 2]_1 1 2]+1

Le second produit est télescopique, done en utilisant la partie préliminaire, on obtient

22(k12 1 22k (J;])2
X = .
2K T 2%k+1  (2k+1)!

Si n est pair, autrement dit n = 2k, k € IN,

(2k)! w 22F(k!)? T T
W W1 = WoW- = —"— X = = = .
T T o S k) 202k+ 1) 2+ 1)
Si n est impair, autrement dit n = 2k + 1,k € N,

W2k+l =

22k (E1)? (2k +2)! s (2k +2)7 T
W W1 = Wop i W- = — _
LT e e = o T e (e D2 2 Ak 12 X2 2(2k12)
T
2(n+1)
Dans les deux cas on a bien, W,,W,, 1 = ﬁ

- Partie C - Equivalent de W,

1) Vt € [0; %] ,0 < sint < 1, notamment on peut multiplier l'inégalit¢ par sint > 0 sans

Changer S01n sens
vt € [0;5],0 <sin’t <sint < 1.



2)

Les inégalités de la question précédente, valables sur [0; %], permettent d’écrire (apres

multiplication par sin”(¢) > 0) pour tout n € IN :
T T T

J 2 sin" P2 (t)dt < 2 sin"t(1)dt < f 2 sin”(t)dt ¢’est-a-dire,
0 0 0
Vn € N, W0 < Wy < W,

Comme par ailleurs, Vt € :|0; %[ ,sin™(t) > 0 et comme la fonction sin est continue,
vn € N, W, > 0.

W, W,
On en déduit donc en divisant par W, > 0, Vn € N, W+2 < W+1 <1
) ) N < n + ]‘
Montrons d’abord que W,, ~ W, 5 : d’apres B-3), on a Vn € N, W, ,», = +2T/Vn =
n

Wn+2 n+1 n—+o00 . e
= — 1 qui est la définition de W,, ~ W, 1.
W, n-+2 d 2

En utilisant la question précédente a présent, on a alors par le théoreme des gendarmes

Wit
2L 21 done W, ~ Wy
W,
N . @ N . ,
D’une part, d’apres B-6), W, W, = m D’autre part d’apres la question précédente,
n

W, ~ W,.1. Donc,
W2~ W, Wit =

™ ™ . 1
~ — ce qu’il fallait démontrer.

2(n+1) 2n

Aucune regle du cours ne concerne les « racines carrées d’équivalents » mais la question

, @ ,
précédente nous permet de penser que W, ~ ——=. Démontrons le :

2n
W 2
Comme Vn € N,W, >0, lim — = lim 4|—" =1 donc
n—s-+oo ﬁ n—+4o00 o
V2n "

T
Wnrv,/—.
2n

- Partie D - Calcul de lim f e du.
T—+00

1)

4)

. 2 s e . , s
La fonction u — e ™ est définie et continue sur R donc par le théoreme fondamental du

calcul différentiel, F' : x € R J e “du existe et est I'unique primitive de u +> e
0

s’annulant en 0.

s e v est positive pour tout u € R donc sa primitive est croissante sur R.

Or F(0) =0 donc Vx € R, F(z) > F(0) = 0.

Etudions la fonction f:teR et —1+tquiest définie et C* sur R.

f't)=—e'4+1>0s¢e >1«<1t>0donc f est croissante sur [0; +oo| et décroissante

sur | — 0o; 0].

Comme de plus, f(0) =1—1=0, f passe par son minimum 0 en 0 et

VEeER,1—t<et

Il S’agit maintenant de démontrer la seconde partie de 'inégalité : Vt € [0;1], et < T3 &

Vie [0;1,1+t<e' <Vt e[-1;0],1 -t <e ' ce que nous venons de démontrer.

1
Donc Vt € [0;1],1 -t <e ' < ——.
1+1

2
u

Posons v = v/nt donc t = — (avec n € IN) dans 'inégalité précédente :
n



1

=
1+

n
Cette inégalité concerne des termes qui sont tous positifs et la fonction x +— 2™ est croissante

u2
n <

u? -
VuE[O,\/ﬁ],l—gﬁe

sur Ry donc en élevant a la puissance n :
2 n

u? n - o, u? n
‘v’uE[O;\/ﬁ], 1—-— ) <|len | =ev< 1+? .

n

L’inégalité de la précédente question est vérifiée pour tout u € [0; \/ﬁ] donc en utilisant la

croissance de U'intégrale :

N U2 n Vvn ) vn U2 -n
f (1 — —) du < f e du < f (1 + —) du ot on reconnait F(\/ﬁ) dans le
n
0 0 0

n

membre central.
T

Par définition, Vn € N, W,, = 2 sin” (¢)dt.
0

Effectuons le changement de variable s = 3 — ¢, t = 5 — s, dt = —ds.

N Dol

0
Vne N, W, = fﬁ — sin” (g — 3) ds = f cos"(s)ds car Vs € R, sin(% — 5) = cos(s).
— 0
2

Effectuons le changement de variable u = \/nsinv, du = /n cosvdv :
i 0

\/ﬁ 2\ 7 - .2 n
f (1 — u_) du = J 2 (1 _ e U) Vvncosvdy = J 2 (c052 v)n Vvncosvdv = VnWapit
0 0 n 0

n
d’apres le résultat de la question précédente.

u=+/ntanv, du = /n x p—y
T

s
vn 2N 1 - 2 -n o
t 1 n—
J (1+u_) du:f4(1+M) Vn x 5 de:\/ﬁjél(coszv) 2dv§
. n 0 n cos? v 0

VW, o car I'intégrande est positive donc I'intégrale croissante.

x dv :

D’apres la question 2), nous savons que F' est croissante donc
Vo € [\/ﬁ,\/m],F(\/ﬁ) < F(x) < F(\/n—+1)

Or, d’apres les questions 5), 7) et 8), nous savons de plus que
vn € N, VnWan1 < F (V1) < v/nWay,_s.

On a donc, Vz € [\/ﬁ, \/m] A TWoni1 < F(z) < Vn+ 1Wy,.

nm VT

Enfin, d’apres C-5), VnWa,ui1 ~ v+ 1Ws, ~ TR
n

VT
=

xT
. , . : w2
Donc par application du théoreme des gendarmes, lim f e “du =
r—r+00



