Maths - DS n°5 - Mercredi 5 avril, 2 heures

Correction DS n°5

)

Exercice 1.
G={(my;z;t) eE,x—y—2+4+t=0 et z—y+z=0}
r -y — 2z +t =0
r — y + =z = 0

— — t = 0 — =0
(S)(:){x Y z  + 0®{x y + z B

Résolvons le systeme (5) : {

2z — t =

x = y—2z
t = 2z

Donc G = {(y — z;y;2;22),y € R,z € R} = Vect((l; 1;0;0); (—1;0; 1; 2))
Donc G est un sous-espace vectoriel de E (en tant qu’espace vectoriel engendré par une
famille), et la famille G = ((1; 1;0;0); (—1;0; 1; 2)) est génératrice de (G, et libre puisque
formée de deux vecteurs non colinéaires : ¢’est donc une base de G.
Par définition de F, la famille F = ((1; 2;1;2);(3;4; 1; 2)) est génératrice de F, et libre
puisque formée de deux vecteurs non colinéaires : ¢’est donc une base de F.

En conséquence dim(F') = 2.

Pour montrer que F' C G, il suffit de montrer que les deux vecteurs de F sont dans G.

Or, le vecteur u = (1;2;1;2) vérifie 1 =2 —14+2=0et 1 — 241 =0, c’est-a-dire les deux
équations définissant G, donc u € G.

De méme, v = (3;4;1;2) vériie 3—4—14+2=0et3—4+4+1=0, donc v € G.

Donc F' est un sous-espace vectoriel de GG, donc F' C G.

D’apres les questions 1 et 2, dim(F) = dim(G) = 2. D’apres la question 3, F' est un sous-
espace vectoriel de G.
Donc F' = G.

Exercice 2.

Vg + Wy 5
ul:—:—

2 2
Soit n € IN.
Uy + Wy, + Uy, + Wy, + Uy, + Uy
Upt1 + Upy1 + Wpp1 = = Up + Vp + W

2
Donc la suite u + v + w est constante égale a ug + vy + wy = 6.

Soit n € IN.
o Un+1 + Wp 41 o o Up, + Un+1
Unp+2 = = = .

2 2 2
1ére méthode : la question précédente permet de voir la suite u comme récurrente linéaire

d’ordre 2.

5
Onauozl,ulzgetVnE]N,unJrz:

Un+Wn Un+Un
2 + 2

Up, + Un+1



Equation caractéristique : 2r’°—r—1 =0, A=14+8=9,7 = = 1Lrg= ——=—.

4 2
1 n
Donc, Vn € N, u,, = /\+u(—§) avec A € R, i € R.
Les conditions initiales conduisent a A +p =1 et A — g =5 donc3A=6et p=1—- A\
Donc A =2, u = —1.
Finalement,
—1\"
YneNu,=2— (—)
2
2éme méthode : on aurait aussi pu écrire, pour n € IN :
Uy + Wy + Uy, + Uy, 6+ uy, Up,
Upi1 =0 — V1 — Wy =6 — 5 =6— 5 :3—7

puis utiliser les suites arithmético-géométriques.

différence se situe au niveau des conditions initiales.

Pour v par exemple, on a vy = 2 et v = 2.

En posant pour tout entier n € N, v, = a + b (7) , on en déduit que

a+b:2,a—g:2, donc a =2 et b=0.
Donc v est la suite constante égale a 2.
Enfin, comme u + v + w est constante, on a . .
‘v’n6]I\T,wn:u0+vo+w0—un—vn:6—2+(_71) —2:2—1—(—) )

Finalement

Vne N, { v, = 2

6) = €]0; 1], done (5)" - 0.

Donc lim u, = lim v, = lim w, = 2.
n—-4o0o n—-400 n—-4o0o

Exercice 3.

1) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
P,(1)=n—-2-n+n+2-n=0.
P'(1)=n(n—-2)—nn—1)4+n=0.
P'(1)=n(n—1)(n—2) —n(n—1)(n—2) = 0.
Donc (X — 1)*|P,.

2) P"(1)=nn—1)(n—22—n(n—1)(n—2)(n—3)=n(n—1)(n—2) >0 car n > 2.
Donc 1 est racine de multiplicité 3 dans P, donc (X — 1)* JP,.

3) On suppose que 1 est racine de multiplicité 3 du polynome Q = aX™ +bX" ! + cX +d.
Donc, notamment, Q(1) = Q'(1) = Q"(1) = 0. Ceci conduit au systeme :

a + b + c +d =0
na + (n—1)b + c = 0
nn—1a + (n—1)(n—2)b =0

Le méme raisonnement qu’a la question précédente tient pour les suites v et w. La seule



a + b +c +d =0

L
b = 0 Ly Ly—
A e 2 2L n—1
na + (n—2)b = 0 L3« 31
n _
Donc b = —c¢, a = —d en remplacgant dans la premiere équation et na = —(n — 2)b d’apres

la troisieme équation.
1
Donc @ = — (n—2)aX" —naX" '+ naX — (n—2)a) =
n —_
Donc @ € Vect (P).

a
P
n—2

Exercice 4.

1) I =R’ =]0; +oo| est un intervalle sur lequel la fonction f : z — Arctan(z) + Arctan (1)

est définie, continue et dérivable.

, 1 1 1 1 1
Deplus’vxej’f(x>:1+x2+(?)x 1+%:1+x2_1+x2:o

Donc f est constante sur I (qui est un intervalle...) ce qui permet de conclure que

Vo € RY, Arctan(z) 4+ Arctan (l) =f(1) =
T

b

2) Soit n € N*, I,, = mr;g—l—mr )
Soit g : x € I, + tan(x) — z, définie, continue et dérivable sur I,,.
Vo € I,,¢'(x) = 1+ tan*(z) — 1 = tan?(z) > 0.
Donc g est strictement croissante sur ,,.
Or lim g(x) = —nm < 0 car n est strictement positif,
ot Lim g(x) = +oo.
oo+
Comme ¢ est continue et strictement croissante, il existe une unique solution dans I, a
I'équation g(z) = 0.

Donc il existe une unique solution dans I,, a I’équation tan(z) = x.

Pour n € IN*, on note z,, I'unique solution dans I,, de ’équation tan(x) = z.

On définit ainsi une suite (), -

3) w, €1, = ]mr; g + mr[ donc Vn € N* nw < x,, < nm + g

, N . . s s .
4) D’apres la question précédente, d’une part =, < nmw + 5 < (n+ )7 < 2,41 : donc la suite
x est strictement croissante.

D’autre part, Vn € IN*, nm < x,,, donc d’apres le théoreme des gendarmes, lir_‘{l T, = 400.
n——+0oo

5) Soit n € IN*. Par définition, z, = tan(z,) = tan(x, —nn) car la fonction tan est -
périodique.
Or nw <z, < nmw+ g donc 0 < x,, — nmw < g, domaine sur lequel la fonction Arctan est la
bijection réciproque de tan.

Donc Arctan(z,) = =, — nr.

6) En utilisant le résultat de la question précédente et celui de la premiere question, on a donc

1 1
Vn € IN*, r_ Arctan(—) =1, —nNT & x, =nT+ T_ Arctan (—)
2 T, 2 Ty



7) On reprend le résultat de la question précédente :

™
étant donné n € IN*, x,, = nmw + R Arctan(ﬁ).

1
Or, lorsque n — +oco, x,, — +0o d’apres la question 4, donc — —+> 0.
€T, n—+oo

Donc z,, = nm + T4 o (1).

) 2 n—-+o0o
Et par conséquent,

L 1 1 _L(l_i+ 0 (;))
g, nr+Z4+ o (1) nwm 14+L4 o (l)_mr 2n  n—too N

n——+oo 2n n——4oo \ 1
1 1 1
(72)-

Donc — = — —
Finalement, en utilisant le développement limité d’Arctan au voisinage de 0

)
T, nT o 2n?m notoo

+ T Arct ! + T L + ! + !
T, =nmw+—— Arctan| — | =nwr + = — — o | —
2 T 2 nm 2mn?  no+too\ n?

Exercice 5.
1) Soit k € [0; n]]

deg (Py) Zdeg (X +1) Zl—k
La famille B ebt donc echelonnee en degrés, ne contient pas le polynome nul : elle est donc
libre.
2) Or B contient n + 1 vecteurs de F, dim(E) = n + 1, c’est donc une base de E.
3) Soit Pe E, Qe E, e R, peR,
AMP +pQ) = AP 4+ pQ — AP(X — 1) — pQ(X — 1) = MNA(P) + pA(Q).
Donc A est linéaire.

4) Soit k € [0; n—l]]

k

A (Ppyy) = l_[X+z [[(x+i-1)
=0 =0
k k—1

= T+ -] +9)

= X ap[Jx ) - - [x+)
= (X+k-X+1) _(X+z)
— h+ DR -

5) A(F) =1-1=0 est le polynéme nul.
6) Conformément au résultat de la question 2), pour tout polynéme P de E, on note

(ap; ag;...; ) € R ses coordonnées dans B.
n

On adonc P =agFPy+ o P+ ... + o, P, = ZakPk.
k=0

a) A(P)=A (Z oszk) = ZO%A(Pk) car A est linéaire.
k=0

k=0

Donc A(P) = Zakk:Pk_l d’apres les questions 4 et 5. En effectuant un changement
k=1



—1
d’indice, on a donc A(P) = Z(k: + 1)1 P

k=0
Donc A(P) € Vect(PO; P Pn_l) qui est un sous-espace vectoriel de F : donc A est

un endomorphisme de E et les coordonnées de A(P) dans B sont

3

(01; 2009; ...; navy,; 0)

Tous les polynomes Py, P, ..., P, sont divisibles par X par définition.
Donc Yk € [1;n], P:(0) = 0.

Donc, P(0) = agPy(0) + a1 P1(0) + ... + @, P, (0) = .

Donc oy = P(0).

De méme, A(P) = a1 Py + 200 P + ... + no, Py 1

donc a; = A(P)(0) en évaluant en 0.

On prend exemple sur la question précédente pour obtenir ay :
A(A(P)) = AP(P) = 205,Py + 2 x 3a3P;, + ... + n(n — 1), P, _o,

AP (P)(0
puis, en évaluant en 0, 20 = A®(P)(0) donc ay = #
On peut poursuivre ainsi et conjecturer que

A®(P)(0
Vk e [1;n], o = 5{:')< )
Démontrons par récurrence finie que
. 5 (K +19)!
VEk € [1;n], AW (P) = i P

Inatialisation : nous avons déja démontré la formule au rang k£ = 1 dans la question
6)b) :

1! 2! !
A(l)(P) = A(P) = (11P0+2CKQP1+...+nOénPn_1 Oélpo—i‘ Oé2P1+ +n—Oé P, -1

o! 1! (n—11 """
Hérédité : supposons la formule vraie pour un entier k& donné dans [1;n — 1].
Alors, k+1 € [2;n].
De plus :

AG(P) = A(AB(P

n_k k: + i) . ,
= A Z akHPZ par hypothese de récurrence
:0 !
= - ak+,A (P;) par linéarité
7!

k
= > _I;Z) iy Py d’apres les questions 4) et 5)

a0l

ot (k + i+ 1)!
= Z ~
1=0 Z + 1)
n=EHD (k41 +14)!

- X

=0
ce qu’il fallait démontrer.

Z_

3

(1 + Dagrin By par changement d’indice

] Oék+1+z‘Pz'

Conclusion : pour tout entier k € [1;n], A®(P) =

En évaluant en 0, comme P;(0) = 0 pour tout entier 4 > 0



7)

on obtient pour tout entier k € [1;n]

k!

A(k)(P)(O) = aakpo = k"Oék

Ce qui acheve la démonstration :
A®(P)(0
Vk e [1;n], o = %

D’apres la question 6)a), pour tout polynome P € E décomposé dans la base B sous la

forme P = ZakPk, on a :

k=0 »
Z (k + 1)1 Py
Calculons Ker(A) : A(P) =0« VEk € [[0, — 1], (k4 1)ags1 = 0 puisque B est une base,

donc est libre.
Donc P € Ker(A) si et seulement si P = oy Fy. Donc

Ker(A) = Vect (Fy) = Ro[X]

Par ailleurs, Im(A) C Vect (Fy; Pr;...; Po—1) = R,,—1[X] d’apres la question 6)a) toujours.
Or, en utilisant la formule du rang, on a
dim(Im(A)) = dim (R4 [X]) — dim(Ker(A)) =n+1—1=n.

Donc Im(A) est un sous-espace vectoriel de R,,_;[X], de méme dimension que R, _;[X] :
Im(A) =R, 1[X]

Soit k € [0;n — 1] et N € IN.

D’apres la question 4), A (Pry1) = Pey1(X) — B (X — 1) = (4 1) Pu(X).

Cette egalite est donc aussi vraic pour les fonctions polynomiales.
Piii(i) = Pepa(e — 1) Py (N) — Pega (0

DoncZPk Z <)k:+1( ) <k)+1 (0)

Or k + 1 > 0 done Pk+1(0) = 0.

On obtient finalement

par télescopage.

> Ry = 2l

— E+1
On suppose n > 3.
..;0) les coordonnées de @ = X? dans la base B.
En utilisant la question 6)d) :
ap = Q(0) =0
AQ)=X3—(X?—-3X?+3X —1)=3X*-3X+1
a1 = A(Q)(0) =1
AP (Q)=3X2—-3X —(3X?2—6X+3-3X+3)=6X—6

Notons (ag; a1; as; as; 0;.

(2
=200 _
ABP(Q)=6X — (6X —6) =6
as — % =1
Donc

Q=X’=P-3P+DP;



10)

ININ +1) —AN(N + DN +2) + NNV + 1)(N + 2)(N +3)

o

4
2—4N —8+ N?24+5N +6
4

N(N +1)
N? + N
&

N(N +1)

_ (N(N+1))

2




