Maths - DM n°4 - Pour le lundi 13 mai,
EV, polynémes, matrices

Exercice 1.

Soient n € N*, E=RR et FF={f € E,3P € R,[X],Vx € R, f(x) =2*P(x)}.

E —- FE

fo= of)=@eRm flz+1)— fx)

Autrement dit, ¢ est 'application qui & une fonction f définie sur R associe la fonction g définie
sur R par g(x) = f(z+ 1) — f(2).

1) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

Soit ¢ :

) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
3) Que vaut Ker¢?
)

Montrer que la restriction de ¢ a F' est un automorphisme.

Remarque : on montrera notamment que Vf € F,¢(f) € F.
5) Donner I'antécédent par ¢ des applications suivantes :

a) f1:x 2"

b) fo:x— 2%z

c) fy:mx—s 2%x?
6) Simplifier I'expression de S,, = Z 2"E% pour n € IN.
k=1

Exercice 2.

Le but de cet exercice est d’étudier quelques suites définies par la relation de récurrence
.2

Upt1 = —U;, + Uy,

Partie A - Suites a valeurs réelles

Dans cette partie, on suppose que ug € R, de sorte que v € RN.
1) Etudier la fonction f : z € R — —22 + 2.
2) Tracer dans un meéme repere orthonormé (unité 2cm ou 2 carreaux) la représentation gra-
phique de f sur [—1;2] et la droite d’équation y = x.

3) Montrer que, quelle que soit la valeur de ug, la suite u est décroissante.

)
4) On suppose que ug €] — oo; 0[. Montrer que u diverge vers —oc.
5) On suppose que ug € [0; 1]. Montrer que u converge et donner sa limite.
6) Que peut-on affirmer si uy €]1; +oc[?
Partie B - Suites a valeurs complexes
Dans cette partie, on suppose que ug € C, de sorte que v € CN & priori, méme s’il reste possible
que les termes de la suite soient, tous ou en partie, réels...
On rappelle qu'une suite complexe converge vers ¢ € C si et seulement si la suite des parties réelles

de ses termes converge vers Re (c) et la suite des parties imaginaires de ses termes converge vers
Zm(c).



1) On suppose que uy = % + b avec b € R.
Calculer u; puis donner les valeurs de b pour lesquelles la suite converge.

On précisera notamment la valeur de sa limite lorsqu’il y a convergence.

2) On suppose que |ug| > 2. Montrer que (|uy|), o est strictement croissante et en déduire
que (uy), o diverge.
Partie C - Suites a valeurs matricielles
)™

Dans cette partie, on suppose que ug € Ms(R), de sorte que u € My(R
a
Plus précisément, on suppose qu'il existe (a;b) € R? tels que ug = !

a
.t
1) Calculer u; et us.

2) Calculer u,, (pour n € IN) en fonction de a, b et n.

3) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les réels a et b pour que les suites

des coefficients des matrices u, convergent toutes.



