Cor. 3.3 :

1.
2.

Sitg=3
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h:z— % + 1 est définie sur R. Donc R est un intervalle stable. Donc la suite ¢ est bien définie.

h est décroissante sur R_, croissante sur Ry (par affinité et translation d’une fonction de référence). On
donne ci-dessous 3 représentations graphiques de h, la premiere bissectrices et les premiers termes de la
suite ¢t pour différentes valeurs de tg.
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hr)=x<2’+4=42 (2 -2)°2=0&0=2.

4. Omn a déja vu que h est décroissante sur R et croissante sur R . Donc h passe par un minimum 1 en z = 0.

Comme h est continue, h(R) = [1; +00[. Notamment, R est un intervalle stable par h.

Si tg < 0 alors t1 > 0 et, d’apres la remarque précédente, tous les termes de la suites sont alors positifs.
On peut donc considérer que la suite est a termes positifs quitte a commencer au rang 1.

Supposons donc ty = 0. Comme h est croissante sur R4, la suite ¢ est monotone.
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Si de plus elle est majorée, alors elle est convergente.
Si au contraire elle n’est pas majorée, alors elle diverge vers +oc.

Or, d’apres la question précédente, h(z) — z = > 0. Donc la suite t est croissante.

. On suppose ty € [0;2].

h est croissante sur [0;2], et h(0) =1, h(2) = 2. Donc [0; 2] est un intervalle stable.
Donc la suite ¢ est croissante et majorée par 2, elle est donc convergente.
Comme de plus h est continue et possede un unique point fixe 2, on a

lim ¢, =2
n—-+oo

. Supposons tg > 2. La suite ¢ est croissante d’apres la question 4.

Montrons par l’absurde qu’elle n’est pas majorée : supposons qu’elle est majorée. Alors elle serait conver-
gente, et comme h est continue, convergerait vers un point fixe de h.

Or h possede un unique point fixe 2.

On aurait donc

lim t, =2 d’une part et
n——+oo

Vn € N, t, > tg, donc lirf t, = to > 2 d’autre part, ce qui est absurde.
n—+00
Donc t n’est pas majorée et lim,,_, 4o t, = +00.
Enfin, par parité de h, si tg < 0, t; > 0 et on se ramene a I'un des deux cas précédents suivant que t1 € [0; 2]
ou ty €]2;4oc].

Cor. 3.4 : Soit f:z €[0;1] — 1 — 22
f est définie, continue et dérivable sur [0;1] et

f'(x) =

—2x donc f est strictement décroissante sur [0; 1].

Or f(0) =1et f(1) =0 donc f([0;1]) = [0;1].
De plus, 5o = 3 € [0; 1], donc la suite s est bien définie d'une part, et Vn € IN, s,, € [0; 1] d’autre part.

La suite s est donc bornée.



f étant strictement décroissante on étudie les sous-suites extraites de rang pair et impair et pour cela, on étu-
die h= fof.

Vz € [0;1],h(z) =1— (1 - 172)2 =212 — 2.

W(z) =4z — 42° = 4z (1 — 2?) = 4z f(z) > 0 puisque = € [0; 1] est positif et f(z) € [0;1] aussi.

Donc h = f o f est croissante, donc les suites (a5, )nen €t (S2n41)neN sont monotones.
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Finalement, (sa,,)nen est donc strictement décroissante et (Sa,41)nen st strictement croissante.

Ces deux suites étant bornées, elles convergent vers un point fixe de h (car h est continue).

Cherchons les points fixes de h :

hz) =2 & 2t —222 + 2 =0 & (23 — 22+ 1) = 0 avec 1 pour
racine évidente du second facteur.

Donc h(z) =z < z(x — 1)(z? + 2 — 1) = 0.

Bonus : représentation graphique de la suite

A = 1+4+4 = 5 ce qui conduit donc aux 4 points fixes 07 ~TF= -
0_1_—1+\/5_—1—\/5 Sy
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Les deux suites extraites convergent vers des limites distinctes,
donc s diverge.

Cor. 3.5 : Le cas ot a1 = by étant évident, on peut supposer a; < by (le dernier cas se traitant de maniere
identique).

f étant strictement croissante et comme Vz €]0;a],0 < f(z) < x, on obtient immédiatement que les deux suites
sont bien définies et strictement décroissantes.

Comme elles sont de plus minorées par 0, elles convergent. f étant continue, la limite est 0, unique point fixe de f.
Notamment, 3p € IN*,0 < bp41 < a1 < by (car b converge vers 0).

On démontre alors par récurrence que

(E) :¥n e N*, bpyn, < an < by

Or f({E) NO T et bn n~>—+>oo 0 donc f(bn) = bn+l ~ bn

r—r n—-+o0o

A nouvea, une récurrence sur p permet de montrer que, Vp € IN*, b, 4, e by,

La suite b étant strictement positive, on déduit de I'encadrement (E) que

bpin
Vn € N*, ’;* <Z—<1

n n

puis, de 'équivalent b, ot b, et du théoreme des gendarmes que
n—-+0oo

c’est-a-dire, par définition, que



