Maths - Chapitre 23
Séries

A notion de série repose sur 'idée que pour obtenir une approximation d’un nombre (irrationnel
£ par exemple), on peut partir d’'une approximation déja obtenue et lui ajouter un terme
suffisamment petit pour obtenir une approximation plus fine. C’est une notion d’une importance
fondamentale en mathématiques non seulement a cause de I'importance pratique de la notion
d’approximation des nombres irrationnels, mais encore parce qu’elle est une synthese des notions
de suites, de sommes finies et -comme nous le verrons- fait aussi intervenir les notions d’intégrales
ou de développements limités.
Dans tout ce qui suit, u, v et w sont des suites réelles ou complexes définies sur une partie A C IN

et f une fonction de I C R dans K =R ou K = C.

I. Introduction

I.1. Formules de Taylor

Théoréme 23.1 (Formule de Taylor avec reste intégral)

Soit n un entier positif et f € C"*(I). Alors

Vo eI, f(z) = f(zo) + (z — x0) f(w0) + -+ -+ wf(”)(xo) + Jx Mf(”H)(t)dt

[ Démonstration ]

Ex. 23.1 Ecrire ce théoréme pour n=0etn=1

Théoréme 23.2 (Formule de Taylor-Young)

Soit n un entier positif et f € C*(I), alors

Vo € I, £(&) = (@) + (& — 20)f/(z0) + -+ 2 ) (3) 4 04 (& = o))

n!

[ Démonstration j
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Remarque

Toutes les formules précédentes peuvent se rééerire en utilisant h = x — xg a la place de z et

le signe Y. a la place des pointillés.

Par exemple, la formule de Taylor avec reste intégral pour f € C"(I) se rééerit :

n b h _+\n
flan+ 1) = 20w+ [ e+

p=0 "

Réécrire la formule de Taylor-Young de cette fagon :

I.2. Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 23.3 (Inégalité de Taylor-Lagrange)

Soient n € N et f € C"™(1).
SidM e Ry, Vz e, If(”+1)(x)| < M (autrement dit ™+ est bornée sur I), alors

. @ _ n+1
@) = o) = (o — ) (o) = = S 0y < M|x<n—f°1|>!
ou encore N
n (.’E _ 370) |33 . x0|n 1
f(az)—; o F®) (o) \MW

[ Démonstration ]

Ex. 23.2  Ecrire ce théoreme pour n =0

Ex. 23.3 Montrer que ¢ = lim —.
- n—+o0 — k!

[ Cor. 23.3 )

I.3. Définition

Définition 23.4 (Série numérique)

Etant donnée une suite (uy), oy & valeurs réelles ou complexes, on appelle série de terme

n
Sn: E U
k=0

général u, la suite S définie par
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La définition s’étend au cas ot le terme général u,, n’est défini qu’a partir d'un rang ng € IN.

Les termes de la suite S sont appelés sommes partielles de la série.

Notation

| On note E uy, la série de terme général u,,.

Définition 23.5 (Convergence/divergence d’une série)

‘ On dit que la série E u, converge si la suite S de ses sommes partielles converge.

Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

W Notation
+00
Lorsque la série Z u, converge, on note Z u, la limite de la suite S.
n=0

Définition 23.6 (Somme et restes d’une série convergente)

—+o00
Lorsqu’une série E U, converge, E u, est appelée somme de la série.
n=0
+o00 n +o00
La suite R définie par R, = E U — E Up = E uy est appelée suite des restes de la
k=0 k=0 k=n+1
série.

L.n +00

Ex. 23.4 Z — est-elle convergente 7 Si oui, que vaut Z
- n!

n=0

[ Cor. 23.4 ]

1.4. Propriétés

n
T
_ 9

n!

Propriété 23.7 (Linéarité de la somme)

Si les séries de termes généraux u, et v, convergent toutes les deux, alors V(\; u) € K2 la série
Z AUy, + pv, converge et

+00 +0o0 +00
Z)\un + poy, = /\Zun +MZ%
n=0 n=0 n=0

[ Démonstration ]
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Propriété 23.8

Si la série E u, converge, alors la suite u converge vers 0.

( Démonstration )

@1 Méthode : Divergence grossiére d’une série

La propriété précédente est utilisée pour montrer qu'une série diverge en passant par sa
contraposée : si la suite u ne tend pas vers 0, alors la série E u, diverge.

On dit dans ce cas que la série diverge grossiérement.

f Important !

| La réciproque de cette propriété est fausse!

L. ) 2T
Ex. 23.5 Nature de la série Z sin (n—)

n>0 7

[ Cor. 23.5 ]

1
Ex. 23.6 Nature de la série Z —.
—_— n

n>1

[ Cor. 23.6 ]

I.5. Série géométrique

Définition 23.9 (Série géométrique)

| On appelle série géométrique toute série dont le terme général est une suite géométrique.

Propriété 23.10 (Rappel)

n 1

: : : : L—r

Si u est une suite géométrique de raison r différente de 1 alors E Uy = uol—
—r

k=0
n

Si u est une suite géométrique de raison 1 alors Zuk = (n+ 1)uo.
k=0

Théoréme 23.11 (Convergence d’une série géométrique)

Une série géométrique converge si et seulement si son terme général est nul ou de raison r

vérifiant |r| < 1.
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De plus, si elle est convergente, alors sa somme vaut
+o00o
Dt =72
Uy =
o 1—7r
[ Démonstration ]

o
};\:\A Méthode

Les séries géométriques sont d’une importance primordiale !

En voici deux utilisations tres fréquentes :

e lorsqu’une série est de la forme Z f(n)r™, il peut étre fructueux de considérer la fonc-
tion S, : z € R\{1} — Zf(n):v" et de tenter d’exprimer S, a l'aide de la série
géométrique Z 2" puis d’évaluer S, pour x =1

e nous verrons une autre utilisation de la comparaison a des séries géométriques -notamment

de la majoration dune série a termes positifs par une série géométrique- au paragraphe

S IT.. /

Ex. 23.7 Nature (et somme si convergence) de la série E on”
ncos (25)

2n
[ Cor. 23.7 ]

1.6. Suites et séries télescopiques

Meéme question pour la série E

Proposition 23.12

Une suite (un), oy converge si et seulement si la série E (Upy1 — uyp) converge.

[ Démonstration ]

/

14 , . , o o1s , .
;;A Méthode : Sommation d’une série en utilisant des sommes télescopiques

Le théoreme précédent parait anodin mais est souvent utilisé pour calculer la valeur de la
somme d’une série, notamment lorsque celle-ci a pour terme général une fraction rationnelle.
En décomposant cette fraction rationnelle en éléments simples, il apparait parfois une série

télescopique dont la somme peut étre calculée.

\Nous verrons aussi a l’exercice 23.11 une utilisation directe de cette proposition.

Ex. 23.8 Montrer que Z converge et calculer sa somme.

n>1

n(n+1)
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[Cor. 23.8 ]

. . ) 1
Ex. 23.9 En utilisant 'exercice précédent, montrer que la série — converge et donner un
LX. 29.9 ) 2
n=1

+o0
1
encadrement de —

5
n:ln

[ Cor. 23.9 j

1.7. Série exponentielle

Proposition 23.13 (Série exponentielle)

L’exercice 23.4 montre que
+oo  p

V:EE]R,e“’:Zx

n!
i nl

Cette égalité se prolonge aux variables complexes : autrement dit,

+0  p

VzEC,eZ:Z%

n=0

II. Séries a termes positifs

I1.1. Définition

Définition 23.14 (Série a termes positifs)
On dit que Zun est une série a termes positifs ou plus simplement est a termes
positifs si Vn € N, u, > 0.

I1.2. Théoreme de convergence monotone

Théoréme 23.15

Une série a termes positifs converge si et seulement si elle est majorée.

[ Démonstration j

Notation
| Somme d’une série a termes positifs

Le théoreme précédent montre qu'une série a termes positifs divergente tend vers +oo.
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On notera alors

+o0o
Z Uy = +00
n=0
+oo
Autrement, pour une série a termes positifs, Zun est tougours définie et prend sa
n=0
valeur dans [0; +00].
+o0o
Dans le cas ou, au contraire, une séric a termes positifs converge, on note Zun < +o00.
n=0

I1.3. Comparaison entre séries et intégrales

Théoréeme 23.16

Soit f une fonction continue et décroissante sur R? .

wew, [ soa < 3w <+ [ s

[ Démonstration )

-
3¢ Méthode
Nous avons déja utilisé le théoreme précédent pour déterminer la nature de la série harmo-

nique Z %

En pratique, comme dans ’exemple 23.6, ce théoreme permet dans le cas ot la série est diver-

gente d’obtenir non seulement la divergence de la série, mais aussi un équivalent de
n

Z f(k) lorsque n — +oo0.

k=1

Dans le cas des séries convergentes en revanche, ce théoreme permet de majorer la série donc

de prouver sa convergence, mais ne donne pas la valeur de sa somme.

- /

Ex. 23.10 Soit » € R.

. : : 1 :
Déterminer suivant la valeur de r la nature de la série S = E — et donner un équivalent de S,
n

lorsqu’elle diverge.

[Cor. 23.10 j

I1.4. Séries de Riemann
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Définition 23.17 (Séries de Riemann)

. . . : 1
‘ On appelle série de Riemann toute série de la forme E — oua € R}
no
n>1

Propriété 23.18

1
La série de Riemann E — converge si et seulement si a > 1.

n=>1

4 Démonstration

\La démonstration a été faite a ['exercice 25.10.

II.5. Théoremes de comparaisons entre séries a termes positifs

Proposition 23.19 (Majoration/minoration)

Si u et v sont positives a partir d’un certain rang et si u < v a partir d’un certain rang alors
. E v, converge=- E U, converge;
. E u, diverge= E v, diverge.

[ Démonstration ]

Remarque

Dans la proposition précédente, si [’inégalité est vérifiée a partir du rang 0, on peut
+00 +00

de plus affirmer que Zun < Zvn.

n=0 n=0

Proposition 23.20 (Nature de séries a termes positifs équivalents)

Si u et v sont positives et si u, ~ v, alors E Uy, et E v, sont de méme nature.
(o)

[ Démonstration j

11.6. Exemples

_

Ex. 23.11 Soit z la suite définie pour n € N* par x,, = ' (%)n Montrer que z,, converge et en
— n!
déduire qu'il existe un réel A € RY tel que n!  ~ )\\/ﬁ(%)n

n——+0o0

[Cor. 23.11 j
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o N
i\sé Méthode : Utilisation des séries de Riemann et des théorémes de comparaison pour les

séries a termes positifs

“+o0
e Si E U, est une série a terme positifs et si nu,, — +oo alors E Uy = 400 :
n——+oo
n=0

en effet, nu,, — 400, donc a partir d'un certain rang, u, > —.
n——+0o0 n
Le théoreme de comparaison et le théoreme sur les séries de Riemann permettent de
conclure a la divergence de E Up -
e Si E Uy, est une série a terme positifs et si n?u,, — 0 alors E Uy < 400 :

n—-+o0o
n=0

en effet, n?u, — 0, donc a partir d'un certain rang, 0 < u, < —

n—+o00 2°
Le théoreme de comparaison et le théoreme sur les séries de Riemann permettent de
conclure a la convergence de E Up -

e Ces deux exemples donnent une méthode tres utile en exercices pour obtenir la nature

L (c’est-a~dire la convergence ou le divergence) d’une série a termes positifs. )

Ex. 23.12 Nature des séries suivantes :

S = ZW T = Zln(l——) U:Zn—i—lnn Zm W=>"nfe"

n=2 n>2 n=2

[ Cor. 23.12 )

Ex. 23.13

n
n
2

(2n)!

1) Quelle est la nature de la série de terme général

(avec la convention 0° = 1).

2) On pose S =
”z(:) 2rL)

Montrer que S > e3 puis majorer S.

[ Cor. 23.13 ]

ITI. Séries absolument convergentes

III.1. Définition

Définition 23.21 (Convergence absolue)

Soit u € CN. On dit que la série Zun est absolument convergente si la série Z \u,| est

convergente.
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II1.2. Propriété

Théoréme 23.22

Toute série absolument convergente est convergente. De plus, on a alors pour tout N € IN,

+o00 oo
0| | < Dl
n=N n=N
[ Démonstration
' N

% Méthode
Lorsqu'une série n’est pas a termes positifs, le théoreme précédent donne souvent un
moyen simple de démontrer sa convergence.

Attention cependant! Il existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument conver-

entes !
5 Y

o
2n+1
1) S est-elle absolument convergente 7

Ex. 23.14 Soit S = Z

2) Montrer que S converge et calculer sa somme.

[ Cor. 23.14 )

Ex. 23.15 Soient z € C et S(z) = an".

1) Pour quelles valeurs de z la série est-elle absolument convergente ?

2) Calculer, dans le cas ou elle est absolument convergente, sa somme.

[ Cor. 23.15 ]

IT11.3. Corollaire

Corollaire 23.23

Si (uy) est une suite complexe, (v,) une suite de réels positifs, si u, = O(v,) et si Zvn

converge, alors E Uy, est absolument convergente donc convergente.

II1.4. Pour le plaisir : formule de Stirling

Ex. 23.16 (Cor.)  On appelle intégrales de Wallis les intégrales de la forme

3 3
W, = f sin"(x)dz et W) = f cos" (z)dx
0 0
pour n € IN.
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1) Calculer Wy, Wy, Wy et W1.
2) Montrer que pour tout n € N, W,, = W,.

3) Obtenir une formule de récurrence a ’aide d’une intégration par partie.

Ex. 23.17 Les exercices 23.16 et 23.11 ont conduit aux résultats suivants :
o W, = foa sin”(x)dx vérifie pour n > 2, nW, = (n — 1)W,,_»;
. . , % n\"
e il existe un réel A € R tel que n! Mot )\\/ﬁ(g) .
Exprimer Wy, a l'aide de factoriels puis montrer que n!  ~ /27n (%)n

n—-+00

[ Cor. 23.17 ]

IV. Correction des exercices

Cor. 23.16 :
1) On obtient immédiatement Wy = W = -, Wy = W] = 1.

™

| x

2) On effectue le changement de variable u = = — = dans 'une des deux intégrales :

0 5
W, =— f cos" (u)du = f cos” (u)du = W,
0

s

2
3) Pour n suffisamment grand,

jus

W, = J sin” !(z) sin(x)dx
0

s
s

= [—sin" (2 cos(;z:)]o2 - f (n — 1) sin™ ?(2) cos®(z)dw

= (n—1)W,_o—(n—1W,
Donc pour n > 2, nW,, = (n — 1)W,,_s.
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