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Programmes de colles



Programme de colles n°1

Du 18 au 22 septembre 2023

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement.

Questions de cours a préparer : sur 8 points

1) Factoriser deux entiers n et p (au choix du colleur) en produit de facteurs

premiers.
Calculer PGCD(n;p) et PPCM(n;p).

2) Donner la forme simplifiée des sommes Zk et Zkz.
k=1 k=1

3) Enoncer la proposition concernant la somme des termes consécutifs d’une

suite arithmétique.

4) Enoncer la proposition concernant la somme des termes consécutifs d’une

suite géométrique.
5) Donner une factorisation pour n € N, z,y € R de 2" — y".

1 1

L — 1 1
TR

i(i+1) *

. * 1 . . . n
6) Montrer que pour tout i € IN — 77 puis simplifier pour n € N, 21

7) Donner la définition des coefficients binomiauzx.
Enoncer et démontrer la formule de Pascal.
8) Enoncer et démontrer la formule du binéme.

9) Démontrer que Z( : ) =2".

k=0

Simplifier Z( Z )2’“.

k=0

10) Démontrer que V2 est irrationnel.

Programme pour les exercices : sur 12 points

n n
Calculs de sommes finies, en utilisant notamment les sommes du cours : E k, E k*, somme des

k=1 k=1
termes consécutifs d’une suite arithmétique/géométrique, formule du binéme.

Démonstrations par récurrence ou par I’absurde.

ATTENTION : pas encore de nombres complexes, quelques éleves ne les ayant jamais vus en
Terminale.

Par ailleurs, on pourra donner des sommes doubles ou triangulaires pour les éleves montrant une

bonne maitrise des sommes simples.



Programme de colles n°2

Du 25 au 29 septembre 2023

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 8 points

10)
11)

12)

13)

14)

Factoriser deux entiers n et p (au choix du colleur) en produit de facteurs premiers.

Calculer PGCD(n; p) et PPCM(n;p).

n n
Donner la forme simplifiée des sommes E k et E k2.
k=1 k=1
Enoncer la proposition concernant la somme des termes consécutifs d une suite arithmétique.

Enoncer la proposition concernant la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique.

Donner une factorisation pour n € N, z,y € R de 2" — y™.

1 1

_ 1 1
TGS R RS

i(i+1) "

n
Montrer que pour tout ¢ € IN* puis simplifier pour n € N, >’
i=1

Donner la définition des coefficients binomiaux.

Enoncer et démontrer la formule de Pascal.

Enoncer et démontrer la formule du binome.

Démontrer que Z( Z ) = 2"

k=0
Simplifier Zn: ) ok
=\ k

Démontrer que V/2 est irrationnel.
Simplifier > |i - jl.

1<i<n

1<j<n
Enoncer les propriétés concernant la négation des opérateurs logiques (pro-
priété 2.5 du cours) et la négation des quantificateurs (axiome 2.21 du cours).

Donner la négation d’une propriété quantifiée (au choix du colleur).

Donner la définition d’une application ingective puis la traduction symbolique
de cette définition. Faire de méme pour les applications surjectives.

Donner la définition d’une application bijective.

Résoudre un systéme de deux équations linéaires a deur inconnues (au choiz
du colleur).

Programme pour les exercices : sur 12 points

n n
Calculs de sommes finies, en utilisant notamment les sommes du cours : E k, E k*, somme des

k=1 k=1

termes consécutifs d’une suite arithmétique/géométrique, formule du binéme.



Démonstrations par récurrence ou par I’absurde.

Etude d’une fonction (niveau spé maths). Résolution d’équations (notamment du
troisiéme degré avec solution évidente) ou de systémes d’équations, éventuellement
paramétrés. On accordera le plus grand soin a l’exactitude des raisonnements lors-
qu’une disjonction de cas est nécessaire suivant les valeurs du parameétre.

ATTENTION : pas encore de nombres complexes, quelques éleves ne les ayant jamais vus en

Terminale.



Programme de colles n°3

Du 2 au 6 octobre

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 8 points

Simplifier Z li — 7]

1<i<n

1<j<n
Enoncer les propriétés concernant la négation des opérateurs logiques (propriété 2.5 du
cours) et la négation des quantificateurs (axiome 2.21 du cours).

Donner la négation d'une propriété quantifiée (au choix du colleur).

Donner la définition d’'une application injective puis la traduction symbolique de cette dé-
finition. Faire de méme pour les applications surjectives.

Donner la définition d’une application bijective.

Résoudre un systeme de deux équations linéaires a deux inconnues (au choix du colleur).
Etant donné un nombre complexe, donner |z|,Re (z),Im(z) a laide de = et Z.
Donner é (pour z #0) a l’aide de Z et |z|.

Enoncer les deuz inégalités triangulaires.

Enoncer les principales propriétés de ) € R ¢ € U (propriété 3.17 du cours).

Mettre sous forme trigonométrique un (ou plusieurs) nombre(s) complexe(s)

donné(s) sous forme algébrique par le colleur.
Enoncer les formules de Moivre et d’FEuler.

Développer cos(bz) ou sin(bx) ou linéariser cos?(z)sin!(x) avec p+q =5 (au choix
du colleur).

Programme pour les exercices : sur 12 points

Etude d’une fonction (niveau spé maths). Résolution d’équations (notamment du troisieme degré

avec solution évidente) ou de systemes d’équations, éventuellement paramétrés. On accordera le

plus grand soin a I’exactitude des raisonnements lorsqu’une disjonction de cas est nécessaire suivant

les valeurs du parametre.

Nombres complexes : module, partie réelle, partie imaginaire, forme algébrique,

argument, forme trigonométrique, notation ¢, utilisation en trigonométrie.

Utilisation des nombres complexes dans les sommes finies.



Programme de colles n°’4

Du 9 au 13 octobre

. , , o . . .
L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,
portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 8 points

1) Etant donné un nombre complexe, donner |z|, Re (z),Zm (z) a Daide de z et Z.
Donner % (pour z # 0) a l'aide de Z et |z|.

2) Enoncer les deux inégalités triangulaires.

3) Enoncer les principales propriétés de § € R+ ¢ € U (propriété 3.17 du cours).

4) Mettre sous forme trigonométrique un (ou plusieurs) nombre(s) complexe(s) donné(s) sous

forme algébrique par le colleur.

5) Enoncer les formules de Moivre et d’Euler.

6) Développer cos(5x) ou sin(bz) ou linéariser cosP(z)sin(z) avec p + ¢ = 5 (au choix du
colleur).

7) Donner quelques valeurs remarquables de sin et cos (mais pas tan) ou quelques
formules sur les angles associés, ou l’ensemble des solutions de cos(x) = cos(x)

ou sin(x) = sin(zg) (au choix du colleur).
8) Enoncer et démontrer les formules d’addition pour cos et sin.
9) Enoncer et démontrer les formules d’addition pour tan.

10) Enoncer (par ceeur ou a savoir redémontrer trés rapidement) les formules
de duplication (3 formules pour cos(2z)) et les dérivées de cos, sin et tan (2
expressions pour la dérivée de cette derniére).

11) Quelques formules (au choix du colleur) a connaitre par ceur ou & savoir
redémontrer trés rapidement parmi cos(a) cos(b), sin(a) sin(b), sin(a) cos(b), cos(p)=£

cos(q), sin(p) =+ sin(q).

Programme pour les exercices : sur 12 points

Nombres complexes : module, partie réelle, partie imaginaire, forme algébrique, argument, forme
trigonométrique, notation ¢, utilisation en trigonométrie.

Utilisation des nombres complexes dans les sommes finies.

Trigonométrie pure : formules d’addition, de linéarisation, factorisation de cos(p)+
cos(q) et formules similaires.

Utilisation pour l’étude de fonctions (trigonométriques, notamment tan), la résolu-
tion d’équations trigonométriques, le calcul d’intégrales (niveau SpeMaths, avec li-
néarisation de polynémes trigonométriques par exemple), simplifications de sommes

finies, etc...



Programme de colles n°5

Du 16 au 20 octobre

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 8 points

1)

10)

11)

Donner quelques valeurs remarquables de sin et cos (mais pas tan) ou quelques formules
sur les angles associés, ou 'ensemble des solutions de cos(x) = cos(xg) ou sin(z) = sin(xy)

(au choix du colleur).
Enoncer et démontrer les formules d’addition pour cos et sin.
Enoncer et démontrer les formules d’addition pour tan.

Enoncer (par coeur ou a savoir redémontrer tres rapidement) les formules de duplication (3
formules pour cos(2x)) et les dérivées de cos, sin et tan (2 expressions pour la dérivée de
cette derniere).

Quelques formules (au choix du colleur) & connaitre par cceur ou a savoir redémontrer tres

rapidement parmi cos(a) cos(b), sin(a)sin(b), sin(a) cos(b), cos(p) £ cos(q), sin(p) £ sin(q).

Résoudre l'inéquation d’inconnue x réelle : > 3.

1
T+ —
T

Montrer qu’il n’existe pas de relation d’ordre totale compatible avec les opé-
rations de (C,+, x).

Définitions de la valeur absolue d’un réel et de la partie entiére d’un réel.
Principales propriétés de la valeur absolue et de la partie entiére.

On attend a minima les propriétés suivantes : Vo € R,Vy € R,Vr € R,

—lzl <@ < x| |zy| = [a] x Jy] [z <r e —r<az<r
Inégalités triangulaires lz| >r < (x < —rouzx >r)
lz] <z <|z]+1 r—1<|z| <z

Donner la définition de la dérivée en un point. Equation de la tangente en ce
point.

Formules de dérivation : somme, produit, inverse, quotient, composée de fonc-

tions.

Enoncer le théoréme de la bijection continue (5.20) et le théoréme de dériva-

tion de la bijection réciproque (5.26).

Programme pour les exercices : sur 12 points

Trigonométrie pure : formules d’addition, de linéarisation, factorisation de cos(p) + cos(q) et for-

mules similaires.



Utilisation pour I’étude de fonctions (trigonométriques, notamment tan), la résolution d’équations
trigonométriques, le calcul d’intégrales (niveau SpeMaths, avec linéarisation de polynomes trigo-
nométriques par exemple), simplifications de sommes finies, etc...

Résolutions d’inéquations (notamment avec valeurs absolues) ou démonstration
d’inégalités (par eremple Vo € R' In(z) <z —1).

Etudes de fonctions réelles d’une variable réelle (notamment montrer qu’une telle
fonction est bijective).



Programme de colles n°6

Du 6 au 10 novembre

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 8 points

10)

11)

1
T+ —| > 3.

X

Résoudre I'inéquation d’inconnue x réelle :

Montrer qu’il n’existe pas de relation d’ordre totale compatible avec les opérations de
(C,+, x).

Définitions de la valeur absolue d’un réel et de la partie entiere d’un réel.

Principales propriétés de la valeur absolue et de la partie entiere.

On attend a minima les propriétés suivantes : Vo € R,Vy € R,Vr € R,

—lz| < @ <7 |zy| =[] > y] z[<re-—r<a<r
Inégalités triangulaires || > r < (< —roux >r)
lz] <z < |xz]+1 r—1<|z] <z

Donner la définition de la dérivée en un point. Equation de la tangente en ce point.
Formules de dérivation : somme, produit, inverse, quotient, composée de fonctions.

Enoncer le théoréme de la bijection continue (5.20) et le théoreme de dérivation de la

bijection réciproque (5.26).
Enoncer le théoréme fondamental du calcul intégral et son corollaire.

Interprétation géométrique des mombres complexes (sans démonstration) :
angle de deux vecteurs, critéres de colinéarité/d’orthogonalité de vecteurs,
alignement de points.

Equation du second degré a coef. complexes : résolution d’une équation (au

choix du colleur).

Racine n-iéme de l'unité : énoncé du théoréme et résolution d’une équation

du type 2" = ¢ (au choiz du colleur).

Enoncer les propriétés de l’exponentielle complexe (6.12 et 6.13) ou résolution
d’une équation du type ¢ = c¢ (au choixr du colleur).

Programme pour les exercices : sur 12 points

Résolutions d’inéquations (notamment avec valeurs absolues) ou démonstration d’inégalités (par
exemple Vz € RY ,In(z) <z —1).

Etudes de fonctions réelles d’une variable réelle (notamment montrer qu'une telle fonction est bi-

jective).



Nombres complexes : tout depuis le début d’année, notamment utilisation en trigo-
nométrie, interprétation géométrique, résolution d’équations du type second degré
ou du type 2" = c. Les éléves doivent savoir factoriser un polynéme dont on connait

une racine (évidente...).



Programme de colles n°7

Du 13 au 17 novembre

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 8 points

)
2)

11)

12)

13)

Enoncer le théoreme fondamental du calcul intégral et son corollaire.

Interprétation géométrique des nombres complexes (sans démonstration) : angle de deux

vecteurs, criteres de colinéarité/d’orthogonalité de vecteurs, alignement de points.
Equation du second degré a coef. complexes : résolution d’une équation (au choix du colleur).

Racine n-ieme de 'unité : énoncé du théoreme et résolution d’une équation du type 2" = ¢

(au choix du colleur).

Enoncer les propriétés de l'exponentielle complexe (6.12 et 6.13) ou résolution d'une équa-
tion du type e¢* = ¢ (au choix du colleur).

In : définition, propriétés opératoires, limites, représentation graphique (sans
démo).

exp : définition, propriétés opératoires, limites, représentation graphique (sans
démo).

Fonctions puissances x > 0 — 2%, ot o est un réel donné : définition, dé-

rivée, propriétés opératoires, limites (suivant valeur de «), représentations

graphiques (suivant valeur de «).
Croissances comparées : énoncé des théorémes.

Trigo : formules (au choir du colleur, sans démonstration) parmi angles as-

sociés, cos’+sin®, définition et ensemble de définition de tan, équations du

type cos(x) = cos(xg), €quations du type sin(r) = sin(zg), équations du type
tan(x) = tan(z), cos(a+b), sin(a+b), tan(a+b), cos(2x) (les trois), sin(2z), tan(2x),
dérivées (dont les deur formes pour tan’), li(I)Il Sy

x

Fonctions circulaires réciproques : définitions (on attend notamment les res-

trictions effectuées sur les fonctions trigonométriques pour qu’elles deviennent
bijectives).

Fonctions circulaires réciproques : cos o Arccos, Arccos o cos, sin o Arcsin, Arcsin o sin,
tan o Arctan, Arctan o tan, sin o Arccos et cos o Arcsin avec intervalle de validité (mais

sans démonstration).

Fonctions circulaires réciproques : démontrer (au choixr du colleur)
que Yz € [—1;1], cos(Arcsin(x)) = V1 — 22
ou que Yz € [—1;1],sin(Arccos(z)) = V1 — a2.



14) Fonctions circulaires réciproques : donner les dérivées de Arccos, Arcsin et
Arctan (sans démonstration).

Programme pour les exercices : sur 12 points

Nombres complexes : tout depuis le début d’année, notamment utilisation en trigonométrie, inter-
prétation géométrique, résolution d’équations du type second degré ou du type 2™ = c. Les éleves
doivent savoir factoriser un polynéme dont on connait une racine (évidente...).

Analyse : fonctions de référence, notamment u’ = exp(v 1n(u)), In, exp et fonctions
trigonométriques et réciproques...

En revanche, ch et sh ne sont pas encore au programme de colles de cette semaine.



Programme de colles n°8

Du 20 au 24 novembre

. , , o . . .
L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,
portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 8 points

1) In : définition, propriétés opératoires, limites, représentation graphique (sans démo).

2) exp : définition, propriétés opératoires, limites, représentation graphique (sans démo).

3) Fonctions puissances x > 0 — z%, ol « est un réel donné : définition, dérivée, propriétés
opératoires, limites (suivant valeur de «/), représentations graphiques (suivant valeur de «).

4) Croissances comparées : énoncé des théoremes.

5) Trigo : formules (au choix du colleur, sans démonstration) parmi angles associés, cos? + sin?,

définition et ensemble de définition de tan, équations du type cos(z) = cos(xg), équations du

type sin(z) = sin(z), équations du type tan(z) = tan(zy), cos(a=+b), sin(a=+b), tan(a+b),

ST

cos(2x) (les trois), sin(2x), tan(2x), dérivées (dont les deux formes pour tan’), lign
x

6) Fonctions circulaires réciproques : définitions (on attend notamment les restrictions effec-
tuées sur les fonctions trigonométriques pour qu’elles deviennent bijectives).

7) Fonctions circulaires réciproques : cos o Arccos, Arccos o cos, sin o Arcsin, Arcsin o sin, tan o Arctan,
Arctan o tan, sino Arccos et coso Arcsin avec intervalle de validité (mais sans démonstra-
tion).

8) Fonctions circulaires réciproques : démontrer (au choix du colleur)
que Vz € [—1;1], cos(Arcsin(z)) = 1 — 22
ou que Vx € [—1;1],sin(Arccos(x)) = V1 — 22.

9) Fonctions circulaires réciproques : donner les dérivées de Arccos, Arcsin et Arctan (sans
démonstration).

10) Fonctions circulaires réciproques : valeurs remarquables et représentations
graphiques.

11) Fonctions hyperboliques : définition, propriétés (ch+sh, ch—sh, ch? —sh?), li-
mites, dérivées, représentations graphiques.

12) Montrer que Vo € R*, Arctan(z) + Arctan(%) = j:g en précisant le signe suivant
la valeur de z.

13) Trigonométrie : cos(a)cos(b) et formules similaires, cos(p) + cos(q) et formules

similaires.

Programme pour les exercices : sur 12 points

Analyse : fonctions de référence, notamment u’ = exp(v ln(u)), In, exp et fonctions trigonomé-

triques et réciproques...



On rajoute ch et sh cette semaine.
On pourra éventuellement redonner des exercices sur les équations polynomiales a

inconnue et coefficients complexes qui n’étaient, semble-t-il, pas trés bien comprises

jusque-la.



Programme de colles n°9

Du 27 novembre au 1°* décembre

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 8 points

Fonctions circulaires réciproques : valeurs remarquables et représentations graphiques.

Fonctions hyperboliques : définition, propriétés (ch+ sh, ch —sh, ch® —sh?), limites, déri-

vées, représentations graphiques.

™
Montrer que VY € R*, Arctan(z) + Arctan (%) = j:§ en précisant le signe suivant la valeur
de z.

Trigonométrie : cos(a) cos(b) et formules similaires, cos(p) + cos(q) et formules similaires.
Rappel : énoncer le théoréeme fondamental du calcul intégral et son corollaire.

Enoncer et démontrer le théoréme d’intégration par partie dans une intégrale.
Enoncer (sans démonstration) le théoréme de changement de variable dans
une intégrale.

Donner (avec démonstration) ’ensemble des primitives de In sur R’ .
Donner quelques primitives usuelles (au choix du colleur).

Calculer (au choix du colleur) une primitive d’une fonction de la forme

1
x = e — €% cos(bz) ou x — cos®(x)sin®(x).

Programme pour les exercices : sur 12 points

Analyse : fonctions de référence.

On pourra éventuellement redonner des exercices sur les équations polynomiales a inconnue et

coefficients complexes qui n’étaient, semble-t-il, pas tres bien comprises jusque-la.

Calcul d’intégrales, de primitives (pour les changements de variable, ils doivent étre

donnés aur éléves).

Etudes de fonctions définies par une intégrale.



Programme de colles n°10

Du 4 au 8 décembre

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer

Rappel : énoncer le théoreme fondamental du calcul intégral et son corollaire.

Enoncer et démontrer le théoreme d’intégration par partie dans une intégrale.

Enoncer (sans démonstration) le théoréeme de changement de variable dans une intégrale.
Donner (avec démonstration) I’ensemble des primitives de In sur RY.
Donner quelques primitives usuelles (au choix du colleur).

Calculer (au choix du colleur) une primitive d’une fonction de la forme

Z = e L — €% cos(bx) ou x + cos®(z) sin®(z).

E’quations différentielles linéaires d’ordre 1 : théoréme de résolution des équa-

tions homogenes.

Résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre sous forme

normale (au choix du colleur).

Programme pour les exercices

Calcul d’intégrales, de primitives (pour les changements de variable, ils doivent étre donnés aux

éleves).

Etudes de fonctions définies par une intégrale.

Equations différentielles linéaires du premier ordre.



Programme de colles n°11

Du 11 au 15 décembre

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer

Equations différentielles linéaires d’ordre 1 : théoreme de résolution des équations homo-

genes.

Résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre sous forme normale (au choix

du colleur).

Enoncer (sans démonstration) le théoréme donnant l’ensemble des solutions

a valeurs complexes de vy +ay +by =0 ou a,b € C.

Enoncer (sans démonstration) le théoréme donnant ’ensemble des solutions
a valeurs réelles de y" + ay' +by =0 ou a,b € R.

Rappel : définition et propriétés de la partie entiére d’un réel.

Définition quantifiée de : A C R posséde un majorant, posséde un maximum.
Définition (non quantifiée) de la borne supérieure d’une partie de R.

Enoncer la propriété de la borne supérieure.

Enoncer (sans démonstration) les théorémes de densité de D dans R, de Q
dans R.

Rappel : définitions, propriétés et sommes des termes consécutifs d’une suite

arithmétique, d’une suite géométrique. Factorisation de x™ — y".

Programme pour les exercices

Equations différentielles linéaires du premier ordre.

Equations différentielles linéaires du second ordre (a coefficients constants, second

membre de la forme ¢*” cos(br) ou apparentés).

Révisions : partie entiére, valeur absolue, inéquations, démonstration d’inégalités.

Suites (généralités, sens de variations, exercices niveau fin de terminale).



Programme de colles n°12

Du 18 au 22 décembre

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

10)
11)

Enoncer (sans démonstration) le théoréme donnant 'ensemble des solutions & valeurs complexes
dey” +ay +by=0oua,beC.

Enoncer (sans démonstration) le théoreme donnant I’ensemble des solutions a valeurs réelles
de y" +ay +by=0oua,beR.

Rappel : définition et propriétés de la partie entiere d'un réel.

Définition quantifiée de : A C R possede un majorant, possede un maximum.
Définition (non quantifiée) de la borne supérieure d'une partie de R.

Enoncer la propriété de la borne supérieure.
Enoncer (sans démonstration) les théoremes de densité de D dans R, de @ dans R.

Rappel : définitions, propriétés et sommes des termes consécutifs d’une suite arithmétique,

d’une suite géométrique. Factorisation de 2™ — y".

Suites arithmético-géométriques : définition, théoréme d’obtention d’une for-

mule explicite (sans démonstration).

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 : définition, théoréme d’obtention d’une
formule explicite (sans démo) dans le cas complexe.

Tllustration sur un exemple au choix du colleur.

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 : théoréeme d’obtention d’une formule
explicite (sans démo) dans le cas réel.
Tllustration sur un exemple au choix du colleur.

2
Uy, + Uy

Montrer que la suite u définie par uy € [0;1], u,1 = est décroissante.

Définitions quantifiées de la limite finie/infinie d’une suite réelle.

Programme pour les exercices : sur 15 points

Equations différentielles linéaires du second ordre (& coefficients constants, second membre de la

forme e cos(bx) ou apparentés).

Révisions : partie entiere, valeur absolue, inéquations, démonstration d’inégalités.

Suites (généralités, sens de variations, exercices niveau fin de terminale).

Suites récurrentes linéaires, suites arithmético-géométriques.

Démonstration par récurrence double.



Programme de colles n°13

Du 8 au 12 janvier 2024

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

Suites arithmético-géométriques : définition, théoreme d’obtention d’une formule explicite

(sans démonstration).

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 : définition, théoreme d’obtention d’une formule expli-
cite (sans démo) dans le cas complexe.

[llustration sur un exemple au choix du colleur.

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 : théoreme d’obtention d’une formule explicite (sans

démo) dans le cas réel.

[Mlustration sur un exemple au choix du colleur.

u? + uy,
2

Définitions quantifiées de la limite finie/infinie d’une suite réelle.

Montrer que la suite u définie par uy € [0; 1], ty41 = est décroissante.

Enoncer (sans démonstration) les trois théorémes des gendarmes.
En déduire que si a > 1, alors a" — +oo et donner (sans démonstration) les
+o0

autres limites possibles d’une suite géométrique.

Enoncer (sans démonstration) les trois théorémes de convergence/divergence
monotone.

Définition des suites adjacentes. Enoncer (sans démonstration) le théoréme
les concernant.

Résoudre un systéeme de 3 équations a 3 inconnues (au choix du colleur).

Programme pour les exercices : sur 15 points

Suites (récurrentes linéaires, convergence monotone, théoremes des gendarmes, suites adjacentes).

Démonstration par récurrence double.

Suites : utilisation des théorémes des gendarmes, de convergence/divergence mo-

notone, des suites adjacentes.

Systémes linéaires (éventuellement paramétrés).



Programme de colles n°14

Du 15 au 19 janvier

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

Enoncer (sans démonstration) les trois théoremes des gendarmes.
En déduire que si a > 1, alors a” — 400 et donner (sans démonstration) les autres limites
400

possibles d'une suite géométrique.

Enoncer (sans démonstration) les trois théoremes de convergence/divergence monotone.
Définition des suites adjacentes. Enoncer (sans démonstration) le théoreme les concernant.
Résoudre un systeme de 3 équations a 3 inconnues (au choix du colleur).

Définitions : des matrices commutantes, de la diagonale d’une matrice, de la
matrice identité, des matrices triangulaires, des matrices symétriques et des

matrices antisymétriques.

Identités remarquables pour les matrices commutantes : énoncé.
2 21

La matrice | 4 5 5 | (ou toute autre matrice 3 X 3 au choix du colleur) est-
3 3 2

elle inversible ? St out, calculer son inverse.

Définition du groupe linéaire matriciel. Enoncer les propriétés de l’inversion
de matrice.

Définition de la transposée d’une matrice et propriétés de la transposition.
Caractérisation des matrices symétriques et antisymétriques par leur trans-

posée.

Programme pour les exercices : sur 15 points

Suites : utilisation des théoremes des gendarmes, de convergence/divergence monotone, des suites

adjacentes.

Systemes linéaires (éventuellement paramétrés).

Calcul matriciel : matrices inversibles, puissance d’une matrice, matrices commu-

tantes (ou pas!).



Programme de colles n°15

Du 22 au 26 janvier

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

14)

Définitions : des matrices commutantes, de la diagonale d’une matrice, de la matrice identité,

des matrices triangulaires, des matrices symétriques et des matrices antisymétriques.

Identités remarquables pour les matrices commutantes : énoncé.

2 21
Lamatrice | 4 5 5 | (outoute autre matrice 3x3 au choix du colleur) est-elle inversible ?

3 3 2
Si oui, calculer son inverse.

Définition du groupe linéaire matriciel. Enoncer les propriétés de I'inversion de matrice.

Définition de la transposée d’une matrice et propriétés de la transposition. Caractérisation

des matrices symétriques et antisymétriques par leur transposée.

Définition de u, ~ v,, de u, = o (v,), de u, = O (v,). Traduction des crois-
+oo “+oo +00

sances comparées a l’aide des « petit o ».

1
Donner le DL,(0) de = — 1 et démontrer la formule.

-z
Donner le DL,(0) de z — In(1 + x) et démontrer la formule.
Donner le DLy, 1(0) de z — Arctan(z) et démontrer la formule.
Donner le DL,(0) de z — exp(z) et démontrer la formule.

Enoncer sans démonstration la formule de Taylor-Young.

Donner (sans démonstration) le DL, (0) de = +— (1 + x)* ot a € R.
Préciser les 4 premiers coefficients de ce développement limité pour une valeur

donnée de a (au choix du colleur).

Donner (sans démonstration) quelques DL(0) de référence (au choix du col-

leur).

Calculer le DL;(0) de tan(z).

Programme pour les exercices : sur 15 points

Calcul matriciel : matrices inversibles, puissance d’une matrice, matrices commutantes (ou pas!).

Calculs (trés) simples de développements limités.

Pour cette semaine, pas encore d’utilisation des DL : nous n’avons pas fait d’exer-

cices sur ce sujet.



Programme de colles n°16

Du 29 janvier au 2 février

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

1)

11)

12)
13)

Définition de w, ~ v, de u, = o (v,), de u, = O (v,). Traduction des croissances
+oo +oo

+00
comparées a l’aide des « petit o ».

et démontrer la formule.

1
Donner le DL, (0) de z — ;

Donner le DL, (0) de  — In(1 + z) et démontrer la formule.
Donner le DLy, 11(0) de  — Arctan(z) et démontrer la formule.
Donner le DL, (0) de x — exp(z) et démontrer la formule.
Enoncer sans démonstration la formule de Taylor-Young.

Donner (sans démonstration) le DL, (0) de x — (1 4+ x)* ou « € R.
Préciser les 4 premiers coefficients de ce développement limité pour une valeur donnée de «
(au choix du colleur).

Donner (sans démonstration) quelques DL(0) de référence (au choix du colleur).

Calculer le DL;(0) de tan(x).

Effectuer un développement asymptotique de f : v — au voisinage de oo

1+ a2
et en déduire une équation de l’asymptote oblique a C; ainsi que la position

de C; par rapport a son asymptote.

Calculer le développement limité d’une fonction g (au choix du colleur) au
voisinage d’un point et en déduire une équation de la tangente a C, en ce

point, ainst que la position de C, par rapport a cette tangente.
Calculer le DL;(0) de Arccos.

Donner un équivalent d’une fonction (au choix du colleur) au voisinage d’un

point.

Programme pour les exercices : sur 15 points

Développements limités : calcul, utilisation pour l’obtention de limites, d’équiva-

lents, d’asymptotes ou de tangentes (avec position par rapport a l’asymptote ou la

tangente).



Programme de colles n°17

Du 5 au 9 février

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

1)

10)

11)

12)

T3

Effectuer un développement asymptotique de f : x au voisinage de 400 et en

1+ 22
déduire une équation de I'asymptote oblique a C; ainsi que la position de C; par rapport a

son asymptote.

Calculer le développement limité d'une fonction g (au choix du colleur) au voisinage d’un
point et en déduire une équation de la tangente a C, en ce point, ainsi que la position de C,
par rapport a cette tangente.

Calculer le DL5(0) de Arccos.

Donner un équivalent d’une fonction (au choix du colleur) au voisinage d’'un point.

Donner les espaces vectoriels de référence.

Réponse attendue : K, K", KN (espace vectoriel des suites a valeurs dans K), M, ,(K),

F(AK), F(A,E), L(E,F) oun,p € N*, E et F deux e.v., A une partie quelconque de R.

Définition d’un sous-espace vectoriel. Enoncer le théoréme fondamental (12.5).

Etant donnée une famille (finie) U de vecteurs d’un espace vectoriel (E,+,.),
donner la définition de Vect(U).

Propriété de Vect(U) ? (proposition 12.6)

Soit £ un e.v. et F et G deux s.e.v. de E. Définition de la somme F + G.
Démontrer qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de E.

Avec les mémes hypothéses, démontrer que F NG est un sous-espace vectoriel
de FE.

Quand dit-on que la somme de deux sous-espaces vectoriels est directe ?
Caractérisation de la somme directe par l’intersection.

Définition des sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Définition des applications linéaires. Que peut-on dire de la composée de deux
applications linéaires ? de la bijection réciproque d’une application linéaire
bijective ?

Définition du noyau et de l’image d’une application linéaire. Principales pro-
priétés (théoréme 12.20).

Programme pour les exercices : sur 15 points

Développements limités : calcul, utilisation pour 'obtention de limites, d’équivalents, d’asymptotes

ou de tangentes (avec position par rapport a I'asymptote ou la tangente).



Espaces vectoriels : e.v. de référence, s.e.v., e.v. engendré par une famille, intersec-
tion de s.e.v., somme de s.e.v., somme directe/s.e.v. supplémentaires, applications
linéaires.

On pourra éventuellement travailler avec l’espace vectoriel des polynomes, mais le
chapitre sur les polynémes n’a pas encore été traité.

Attention! La notion de dimension n’a pas encore été vue, et les projections et

symétries non plus.



Programme de colles n°18

Du 12 au 16 février

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

)

10)

11)

Donner les espaces vectoriels de référence.
Réponse attendue : K, K", KN (espace vectoriel des suites a valeurs dans K), M, ,(K),
F(AK), F(AE), L(E,F) oun,p € N*, E et F deux e.v., A une partie quelconque de R.

Définition d'un sous-espace vectoriel. Enoncer le théoréme fondamental (12.5).

Etant donnée une famille (finie) & de vecteurs d'un espace vectoriel (E,+,.), donner la
définition de Vect(U).
Propriété de Vect(U)? (proposition 12.6)

Soit F un e.v. et F' et GG deux s.e.v. de E. Définition de la somme F' + G.

Démontrer qu’il s’agit d'un sous-espace vectoriel de E.
Avec les mémes hypotheses, démontrer que F' N G est un sous-espace vectoriel de E.

Quand dit-on que la somme de deux sous-espaces vectoriels est directe ?

Caractérisation de la somme directe par 'intersection.

Définition des sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Définition des applications linéaires. Que peut-on dire de la composée de deux applications

linéaires 7 de la bijection réciproque d’une application linéaire bijective ?

Définition du noyau et de I'image d’une application linéaire. Principales propriétés (théoreme
12.20).

Soit £/ un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires de E.

Définition géométrique de la projection sur F parallélement a G.
Caractérisation algébrique des projections. Expression de F' et G comme noyaux

d’applications linéaires.

Soit £ un espace vectoriel et ' et G deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires de F.

Définition géométrique de la symétrie par rapport a F' parallélement a G.
Caractérisation algébrique des symétries. Expression de F' et G comme noyaux

d’applications linéaires.

Donner F = {(z;y;2) € R®,x +y+ 2 =0} (ou un autre s.e.v. de R" similaire, au

choix du colleur) sous forme d’un espace vectoriel engendré par une famille.



Programme pour les exercices : sur 15 points

Espaces vectoriels : e.v. de référence, s.e.v., e.v. engendré par une famille, intersection de s.e.v.,

somme de s.e.v., somme directe/s.e.v. supplémentaires, applications linéaires.
Noyau et image d’une application linéaire, injectivité /surjectivité /bijectivité. Pro-

jections et symétries.



Programme de colles n°19

Du 4 au 8 mars

. , , o . . .
L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,
portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

1) Soit E un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Définition géométrique de la projection sur F' parallelement a G.
Caractérisation algébrique des projections. Expression de F' et G comme noyaux d’applica-

tions linéaires.

2) Soit E un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
Définition géométrique de la symétrie par rapport a F' parallelement a G.
Caractérisation algébrique des symétries. Expression de F' et G comme noyaux d’applica-

tions linéaires.

3) Donner F = {(z;y;2) € R}, x +y + 2z = 0} (ou un autre s.e.v. de R™ similaire, au choix du

colleur) sous forme d’un espace vectoriel engendré par une famille.

4) Révisions : fonctions de référence (tout, dont définition, propriétés opéra-
toires, limites, dérivée, représentation graphique...).

5) Révistons : primitives usuelles.

6) Révisions : développements limités des fonctions de référence (quelques exemples

au choir du colleur, formule de Taylor-Young comprise).
7) Donner quelques définitions quantifiées (au choix du colleur) de limites du
type lim f(z) =b o (a;b) € R.
T—a
8) Enoncer le théoréme de la limite monotone (13.23).

9) I'mage d’une suite convergeant vers a par une application continue en a :

énoncer le théoréme (13.29). Enoncer le théoréme de Bolzano (13.33).

10) Enoncer les deux théorémes concernant l’image par une fonction continue

d’un wntervalle, d’un segment.

11) Enoncer le théoréme de la bijection continue.

Programme pour les exercices : sur 15 points

Espaces vectoriels et applications linéaires.

Noyau et image d’une application linéaire, injectivité/surjectivité /bijectivité. Projections et symé-
tries.

Continuité : prolongement par continuité, limites, asymptotes, théorémes des va-
leurs intermédiaires, image continue d’un segment, théoréme de la bijection conti-

nue.



Programme de colles n°20

Du 11 au 15 mars

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

10)

11)
12)
13)

14)
15)

Révisions : fonctions de référence (tout, dont définition, propriétés opératoires, limites, dé-
rivée, représentation graphique...).
Révisions : primitives usuelles.

Révisions : développements limités des fonctions de référence (quelques exemples au choix

du colleur, formule de Taylor-Young comprise).

Donner quelques définitions quantifiées (au choix du colleur) de limites du type ;lclgi flx)=10
ou (a;b) € R.

Enoncer le théoréme de la limite monotone (13.23).

Image d’une suite convergeant vers a par une application continue en a : énoncer le théoreme
(13.29). Enoncer le théoreme de Bolzano (13.33).

Enoncer les deux théoremes concernant I'image par une fonction continue d’un intervalle,
d’un segment.
Enoncer le théoreme de la bijection continue.

Révisions : sommes finies (dont formule du binéme, factorisation de x™ — y",

etc...).

Révisions : nombres complexes (dont utilisations pour la trigonométrie, équa-

tions du second degré a coefficients complexes, équations du type 2" = ¢, etc...).
Révisions : trigonométrie.

Définition et principales propriétés du degré d’un polynome.

Enoncer (sans démonstration) le théoréme de division euclidienne dans K[X].

Enoncer (sans démonstration) le théoréme donnant le reste dans la division
euclidienne de P € K[ X]| par X —a (ou o € K).

Déterminer le reste de la division euclidienne de X'° — X° par X? —3X + 2.

Enoncer (sans démonstration) le corollaire 14.14 (majorant du mnombre de
racines d’un polyndéme non nul, lien entre égalité de polynomes et égalité de

fonctions polynomiales).

Programme pour les exercices : sur 15 points

Continuité : prolongement par continuité, limites, asymptotes, théoremes des valeurs intermé-

diaires, image continue d’un segment, théoreme de la bijection continue.



Polynémes : structure d’espace vectoriel (attention, pas encore de familles libres, de
bases ou de notion de dimension), division euclidienne, lien entre racine et division
par un polynéme de degré 1 (attention, pas encore de notion de multiplicité d’une

racine).



Programme de colles n°21

Du 18 au 22 mars

. , , o . . .
L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,
portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

1) Révisions : sommes finies (dont formule du binéme, factorisation de z" — y", etc...).

2) Révisions : nombres complexes (dont utilisations pour la trigonométrie, équations du second

degré a coefficients complexes, équations du type z" = ¢, etc...).
3) Révisions : trigonométrie.
4) Définition et principales propriétés du degré d’un polynome.

5) Enoncer (sans démonstration) le théoreme de division euclidienne dans IK[X].

Enoncer (sans démonstration) le théoréme donnant le reste dans la division euclidienne de
P e K[X] par X —a (ou «a € K).

6) Déterminer le reste de la division euclidienne de X'© — X5 par X? — 3X + 2.

7) Enoncer (sans démonstration) le corollaire 14.14 (majorant du nombre de racines d’un

polynome non nul, lien entre égalité de polynomes et égalité de fonctions polynomiales).
8) Révisions : équations différentielles linéaires d’ordre 1 et 2.
9) Révistons : espaces vectoriels.

10) Formule de Leibniz et formule de Taylor (a l'ordre n € N en un scalaire a

quelconque) pour les polynémes de K,[X].
11) Multiplicité d’une racine : définition et caractérisation.

12) Théorémes de factorisation pour les polynémes de C|X] et de R[X].

Programme pour les exercices : sur 15 points

Polynémes : structure d’espace vectoriel (attention, pas encore de familles libres, de bases ou de
notion de dimension), division euclidienne, lien entre racine et division par un polynéme de degré
1 (attention, pas encore de notion de multiplicité d’une racine).

Polynoémes : racines multiples, formule de Taylor, factorisation.

On pourra donner des exercices sur la trigonométrie, les nombres complexes (en

lien ou pas avec les polynémes) ou les équations différentielles.



Programme de colles n°22

Du 25 au 29 mars

. , , o . . .
L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,
portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer

1) Révisions : équations différentielles linéaires d’ordre 1 et 2.
2) Révisions : espaces vectoriels.

3) Formule de Leibniz et formule de Taylor (a 'ordre n € IN en un scalaire a quelconque) pour

les polynomes de K, [X].

) Multiplicité d’une racine : définition et caractérisation.

) Théoremes de factorisation pour les polynomes de C[X] et de R[X].

6) Révisions : suites récurrentes linéaires d’ordre 2 et suites arithmético-géométriques.
)

Donner la définition d’un hyperplan.

Enoncer (sans démonstration) le théoréme (15.4) de résolution des équations
linéaires.

8) Définition d’une famille libre, liée. Enoncer (sans démonstration) le théoréme

(15.6) de caractérisation des familles libres.

9) Définition d’une famille génératrice, d’une base. Démontrer l’existence et

l’unicité de la décomposition d’un vecteur dans une base.

10) Définition et propriété (sans démonstration) d’une famille de polynémes éche-
lonnée en degrés.

11) Enoncer (sans démonstration) la propriété de génération de la somme.

12) Enoncer (sans démonstration) les théorémes de la base extraite (15.19) et de

la base incompléte (15.21).

Programme pour les exercices

Polynomes : racines multiples, formule de Taylor, factorisation.

On pourra donner des exercices sur la trigonométrie, les nombres complexes (en lien ou pas avec
les polynomes) ou les équations différentielles ou les suites récurrentes linéaires/suites
arithmético-géométriques (en lien ou pas avec les espaces vectoriels).

Espaces vectoriels : révisions du chapitre précédent (sev, ev engendrés, somme (di-
recte) de deux sev, sev supplémentaires, applications linéaires, noyau/image, pro-
jections, symétries).

Espaces vectoriels : équations linéaires, familles libres/liées/génératrices, bases, co-
ordonnées dans une base.

Attention : pas encore de notion de dimension.



Programme de colles n°23

Du 2 au 5 avril

. , , o . . .
L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,
portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer

1) Révisions : suites récurrentes linéaires d’ordre 2 et suites arithmético-géométriques.

2) Donner la définition d’un hyperplan.

Enoncer (sans démonstration) le théoréme (15.4) de résolution des équations linéaires.

3) Définition d'une famille libre, liée. Enoncer (sans démonstration) le théoreme (15.6) de

caractérisation des familles libres.

4) Définition d’'une famille génératrice, d’'une base. Démontrer l'existence et 1'unicité de la

décomposition d'un vecteur dans une base.

5) Définition et propriété (sans démonstration) d’une famille de polynomes échelonnée en de-
grés.

6) Enoncer (sans démonstration) la propriété de génération de la somme.

7) Enoncer (sans démonstration) les théorémes de la base extraite (15.19) et de la base incom-
plete (15.21).

8) Enoncer le théoréme de la dimension (15.24) et la définition de la dimension

d’un espace vectoriel (15.26).
9) Enoncer les propriétés (15.28, 15.29) des familles libres/génératrices en di-

mension finie.
10) Donner la définition des bases canoniques de K", K,[X]| et M, ,(K).

11) Dimension d’un sous-espace vectoriel : propriété et cas d’égalité (proposition
15.35).

12) Définition du rang d’une famille de vecteurs.

Calculer le rang d’une famille (au choir du colleur, par exemple dans R* ou
R3[X]).

13) Enoncé (précis) de la formule de Grassmann.

Programme pour les exercices

Espaces vectoriels : révisions du chapitre précédent (sev, ev engendrés, somme (directe) de deux
sev, sev supplémentaires, applications linéaires, noyau/image, projections, symétries).

Espaces vectoriels : équations linéaires, familles libres/liées/génératrices, bases, coordonnées dans
une base.

Dimension d’un espace vectoriel, rang d’une famzille de vecteurs, formule de Grass-

mann.



Programme de colles n°24

Du 8 au 12 avril

. , , o . . .
L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,
portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer

1) Enoncer le théoréme de la dimension (15.24) et la définition de la dimension d’'un espace
vectoriel (15.26).

Enoncer les propriétés (15.28, 15.29) des familles libres/génératrices en dimension finie.
Donner la définition des bases canoniques de K", K, [X] et M,, ,(K).
Dimension d’un sous-espace vectoriel : propriété et cas d’égalité (proposition 15.35).
Définition du rang d’une famille de vecteurs.
Calculer le rang d’une famille (au choix du colleur, par exemple dans R* ou R3[X]).
6) Enoncé (précis) de la formule de Grassmann.
7) Enoncer le théoréme (15.39) de définition d’une application linéaire a l'aide
des images d’une base de l’espace de départ.
Donner l’expression de ¢(x;y) pour ¢ € L (R?) définie par

1 v3 —v3 1

ot1i0)= (52 et oo = (225)

(ou autres images choisies par le colleur)

8) Enoncer (sans démonstration) le théoréme (15.46) caractérisant les isomor-

phismes par l’itimage d’une base.

9) Enoncer (sans démonstration) la formule du rang. Enoncer (sans démons-
tration) le corollaire donnant la dimension d’un hyperplan H d’un e.v. E de
dimension finie.

10) Enoncer le théoréme (15.53) de caractérisation des isomorphismes en dimen-
sion finie.
11) Rappels : développement de cos(nx), ch(nz), sin(nz), sh(nz), linéarisation des

polynémes trigonométriques ou hyperboliques (au choix du colleur).

Programme pour les exercices

Dimension d’un espace vectoriel, rang d’une famille de vecteurs, formule de Grassmann.
Applications linéaires en dimension finie : image d’une base par un isomorphisme,
formule de Grassmann, hyperplans, caractérisation des isomorphismes en dimen-
ston finie.

Trigonométrie a l’aide des complexes, trigonométrie hyperbolique a l’aide de la par-

tie paire/partie impaire d’une fonction.



Programme de colles n°25

Du 29 avril au 3 mai

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

12)

13)
14)

Enoncer le théoreme (15.39) de définition d’une application linéaire & 'aide des images d’une
base de I'espace de départ.

Donner I'expression de ¢(x;y) pour ¢ € L (R?) définie par
1 V3 —V3 1
1: Y B t 1) = .
o150 = (55) et e =(=2)
(ou autres images choisies par le colleur)

Enoncer (sans démonstration) le théortme (15.46) caractérisant les isomorphismes par

I'image d’une base.

Enoncer (sans démonstration) la formule du rang. Enoncer (sans démonstration) le corollaire

donnant la dimension d'un hyperplan H d’un e.v. E de dimension finie.
Enoncer le théoréme (15.53) de caractérisation des isomorphismes en dimension finie.

Rappels : développement de cos(nz), ch(nx), sin(nz), sh(nx), linéarisation des polynémes

trigonométriques ou hyperboliques (au choix du colleur).

Donner la définition du taux d’accroissement entre les points d’abscisses a € |
et x € I d’une fonction f € F(I,R).

Donner la définition du nombre dérivé au point a.

Enoncer et démontrer la formule de dérivation d’un produit de deux fonctions

dérivables en x.

Enoncer (sans démonstration) la formule de Leibniz pour les fonctions de
classe C".

Rappels : dérivées, primitives ou développements limités de référence.
Enoncer et démontrer le théoréme de Rolle.

Enoncer (sans démonstration) le théoréme des accroissements finis et l’in-

égalité des accroissements finis.

Enoncer précisément le théoréme 16.33 donnant une condition suffisante

d’existence d’un extremum local.

Enoncer précisément le théoréme de limite de la dérivée.

Enoncer la définition des fonctions convexes sur un intervalle, le lemme des
trois pentes et la caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables

(sans démonstration).



Programme pour les exercices : sur 15 points

Applications linéaires en dimension finie : image d’une base par un isomorphisme, formule de
Grassmann, hyperplans, caractérisation des isomorphismes en dimension finie.

Trigonométrie a ’aide des complexes, trigonométrie hyperbolique a I’aide de la partie paire/partie
impaire d’une fonction.

Dérivation, développements limités, trigo et trigo hyperbolique, théoréme de la bi-
jection dérivable, Leibniz...

Théoréme de Rolle, théoréme des accroissements finis, inégalités des accroisse-

ments finis, théoréme de limite de la dérivée.



Programme de colles n°26

Du 13 au 17 mai

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer

10)

11)

12)

13)

Donner la définition du taux d’accroissement entre les points d’abscisses a € I et x € [
d’'une fonction f € F(I,R).

Donner la définition du nombre dérivé au point a.

Enoncer et démontrer la formule de dérivation d’un produit de deux fonctions dérivables en
xg.

Enoncer (sans démonstration) la formule de Leibniz pour les fonctions de classe C".
Rappels : dérivées, primitives ou développements limités de référence.

Enoncer et démontrer le théoreme de Rolle.

Enoncer (sans démonstration) le théoreme des accroissements finis et I'inégalité des accrois-

sements finis.

Enoncer précisément le théoreme 16.33 donnant une condition suffisante d’existence d'un

extremum local.
Enoncer précisément le théoreme de limite de la dérivée.

Enoncer la définition des fonctions convexes sur un intervalle, le lemme des trois pentes et

la caractérisation des fonctions convexes deux fois dérivables (sans démonstration).
Montrer que v € R +— In (1 + ¢”) est conveze.

En déduire que Vz € Ry, Vy € Ry, 1+ /1y < /(1 +2)(1 +y).

Soit f € C°(R) et u la suite définie par uy € R et u, ., = f (u,)-

Montrer que si u converge vers | € R alors f(l) = 1.

Soit f une fonction définie et croissante sur R et u la suite définie par uy € R
et u,11 = f(u,). Montrer que si u; < ugy, alors u est décroissante.

Que peut-on dire de u dans le cas général ?

Révistions : théoréme d’obtention d’une formule explicite pour les suites récur-

rentes linéaires d’ordre 2 ou arithmético-géométriques (au choix du colleur).

Programme pour les exercices

Dérivation, développements limités, trigo et trigo hyperbolique, théoreme de la bijection dérivable,

formule de Leibniz...

Théoreme de Rolle, théoreme des accroissements finis, inégalités des accroissements finis, théoreme

de limite de la dérivée.

Suites récurrentes.



Programme de colles n°27

Du 21 au 24 mai

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer

1)

Montrer que € R + In (1 4 €”) est convexe.
En déduire que Vo € Ry, Vy € Ry, 1+ /7y < /(1 +2)(1 +y).
Soit f € CO(R) et u la suite définie par ug € R et u, 11 = f (uy).

Montrer que si u converge vers [ € R alors f(l) = .

Soit f une fonction définie et croissante sur R et u la suite définie par ug € R et u, 1 =
f (uy). Montrer que si u; < ug, alors u est décroissante.

Que peut-on dire de u dans le cas général ?

Révisions : théoreme d’obtention d’une formule explicite pour les suites récurrentes linéaires

d’ordre 2 ou arithmético-géométriques (au choix du colleur).

Soit n € N et E,, ’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n dont
les coefficients sont égaux a 0 ou a 1.
Calculer Card (E,).

Combien un n-gone convexe a-t-il de diagonales ? Le démontrer.

Donner P({a;b;c}).

Soit £ un ensemble a n éléments. Que vaut Card(P(E)) ? Le démontrer.

Nombre d’injections d’un ensemble E a p éléments dans un ensemble ' a n
éléments ? Le démontrer.

Nombre de permutations d’un ensemble E a n éléments ? (sans démonstra-
tion)

Définition des coefficients binomiaux et interprétation combinatoire.
Combien y a-t-il de mots de 9 lettres composés de 3 lettres A, 3 lettres B et

3 lettres C' ? (ou autre exercice du méme style au choix du colleur)

Programme pour les exercices

Convexité, suites récurrentes.

Dénombrement.



Programme de colles n°28

Du 27 au 31 mai

L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,

portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer

1)

10)

11)

Soit n € IN et E,, 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n dont les coefficients
sont égaux a 0 ou a 1.
Calculer Card (E,,).

Combien un n-gone convexe a-t-il de diagonales? Le démontrer.

Donner P({a; b; c}).

Soit E un ensemble & n éléments. Que vaut Card(P(E))? Le démontrer.

Nombre d’injections d'un ensemble E a p éléments dans un ensemble F' a n éléments? Le
démontrer.

Nombre de permutations d'un ensemble E a n éléments? (sans démonstration)

Définition des coefficients binomiaux et interprétation combinatoire.
Combien y a-t-il de mots de 9 lettres composés de 3 lettres A, 3 lettres B et 3 lettres C'?7

(ou autre exercice du méme style au choix du colleur)

Révisions : énoncer (sans démonstration) le théoréme de définition d’une
application linéaire par les images des vecteurs d’une base (15.39) ou la ca-
ractérisation des isomorphismes en dimension finie (15.53) ou la formule de

Grassmann ou le théoréme du rang.

Définitions de la matrice d’un vecteur, d’une famille de vecteurs dans une
base. Définition de la matrice d’une application linéaire dans deux bases. Cas

particulier des endomorphismes.

Coordonnées de l'image d’un vecteur/d’une famille de vecteurs par une ap-
plication linéaire (énoncés). Matrice de la composée de deux applications li-

néaires : énoncé.

Matrice de la bijection réciproque d’une application linéaire (énoncé).

Définition d’une matrice de passage.

Produit de deux matrices de passages, inverse d’une matrice de passage.

Formule de changement de bases pour un vecteur.

On donne ¢ € L (Ry[X]) (au choixz du colleur). Donner la matrice de ¢ dans la
base canonique de Ry[X].
OU : on donne une matrice M de M3(R) (au choix du colleur). Donner l’ex-

pression de ¢(z;y;z) pour ¢ canoniquement associée a M.



12) Formule de changement de base pour une matrice d’application linéaire :

énoncé et démonstration.

Cas particulier des endomorphismes.

13) Résumé des caractérisations des matrices inversibles. (Paragraphes IV.6 et
V.5)

14) Définition du noyau et de l’image d’une matrice. Formule du rang matricielle.

Rang et transposition.

Programme pour les exercices

Dénombrement.
Interprétations vectorielles des matrices : matrices d’applications linéaires, matrice

d’une famille de vecteurs, formules de changements de base.



Programme de colles n°29

Du 3 au 7 juin... Avant-derniere colle de I’année !

. , , o . . .
L’ensemble du cours depuis le début d’année doit étre connu. Les questions de cours suivantes,
portant sur les chapitres récents, sont a travailler particulierement. En gras, les questions

rajoutées au programme de colles de la semaine.

Questions de cours a préparer : sur 5 points

1) Révisions : énoncer (sans démonstration) le théoreme de définition d'une application linéaire
par les images des vecteurs d'une base (15.39) ou la caractérisation des isomorphismes en

dimension finie (15.53) ou la formule de Grassmann ou le théoreme du rang.
2) Définitions de la matrice d'un vecteur, d'une famille de vecteurs dans une base. Définition de
la matrice d'une application linéaire dans deux bases. Cas particulier des endomorphismes.
3) Coordonnées de I'image d'un vecteur/d’une famille de vecteurs par une application linéaire
(énoncés). Matrice de la composée de deux applications linéaires : énoncé.
4) Matrice de la bijection réciproque d’une application linéaire (énoncé).
Définition d’une matrice de passage.
5) Produit de deux matrices de passages, inverse d’une matrice de passage.

Formule de changement de bases pour un vecteur.

6) On donne ¢ € L (Ry[X]) (au choix du colleur). Donner la matrice de ¢ dans la base cano-
nique de Ry[X].
OU : on donne une matrice M de M3(R) (au choix du colleur). Donner I'expression de

¢(x;y; z) pour ¢ canoniquement associée a M.

7) Formule de changement de base pour une matrice d’application linéaire : énoncé et démonstration.

Cas particulier des endomorphismes.
8) Résumé des caractérisations des matrices inversibles. (Paragraphes IV.6 et V.5)

9) Définition du noyau et de l'image d’une matrice. Formule du rang matricielle. Rang et

transposition.

Définition et propriétés d’une probabilité (19.9, 19.12, 19.17).

)

11) Hypothése d’équiprobabilité et conséquence (19.14 et 19.15).
) Probabilité conditionnelle : définition, formule des probabilités totales (énoncé).
)

Formule de Bayes (énoncé et démonstration) et formule de Bayes généralisée

(énoncé).

Programme pour les exercices

Interprétations vectorielles des matrices : matrices d’applications linéaires, matrice d’une famille
de vecteurs, formules de changements de base.

Probabilités : propriétés d’une proba, proba conditionnelles, formules de Bayes, in-
dépendance, hypothése d’équiprobabilité (ou pas).

Attention : nous n‘avons pas encore vu les variables aléatoires, pas plus que la

distinction entre indépendance mutuelle et indépendance deux a deux.



Programme de colles n°30

Du 10 au 14 juin- Derniere colle de année !

Questions de cours a préparer : sur 5 points

Révisions : énoncer (sans démonstration) le théoreme de définition d’une application linéaire
par les images des vecteurs d'une base (15.39) ou la caractérisation des isomorphismes en

dimension finie (15.53) ou la formule de Grassmann ou le théoreme du rang.
Définitions de la matrice d'un vecteur, d’une famille de vecteurs dans une base. Définition de
la matrice d'une application linéaire dans deux bases. Cas particulier des endomorphismes.

Coordonnées de I'image d’un vecteur/d une famille de vecteurs par une application linéaire

(énoncés). Matrice de la composée de deux applications linéaires : énoncé.

Matrice de la bijection réciproque d’une application linéaire (énoncé).

Définition d’une matrice de passage.

Produit de deux matrices de passages, inverse d'une matrice de passage.

Formule de changement de bases pour un vecteur.

On donne ¢ € L (Ry[X]) (au choix du colleur). Donner la matrice de ¢ dans la base cano-
nique de Ry[X].

OU : on donne une matrice M de M3(R) (au choix du colleur). Donner I'expression de

¢(x;y; z) pour ¢ canoniquement associée a M.

Formule de changement de base pour une matrice d’application linéaire : énoncé et démonstration.

Cas particulier des endomorphismes.
Résumé des caractérisations des matrices inversibles. (Paragraphes IV.6 et V.5)

Définition du noyau et de 'image d'une matrice. Formule du rang matricielle. Rang et

transposition.

Définition et propriétés d’une probabilité (19.9, 19.12, 19.17).

Hypothese d’équiprobabilité et conséquence (19.14 et 19.15).

Probabilité conditionnelle : définition, formule des probabilités totales (énoncé).

Formule de Bayes (énoncé et démonstration) et formule de Bayes généralisée (énoncé).

Programme pour les exercices

Interprétations vectorielles des matrices : matrices d’applications linéaires, matrice d'une famille

de vecteurs, formules de changements de base.

Probabilités : propriétés d’une proba, proba conditionnelles, formules de Bayes, indépendance, hy-

pothese d’équiprobabilité (ou pas).

Les éléves pourront, s’ils le désirent, utiliser les résultats du chapitre sur les déter-

minants pour les exercices concernant l’interprétation vectorielle des matrices.

Attention : nous n’avons pas encore vu les variables aléatoires.



Deuxieme partie

Interrogations



Maths - Interrogation n°l - Lundi 9 octobre, 15min

Trigonométrie

1) Soient a, b deux nombres réels. Compléter :
COS(@ 4 B) =

2) Soit z € R. Donner trois formules pour

COS( 2 ) = et :

4) Sans calcul ni justification, donner I'unique solution 6 dans | — ;7] de

1
cos(f) = =
2 0
. _\/g ..........................................................
sin(f) = ——
2
5) Soit o un réel.
L’ensemble des solutions de cos(z) = cos(@) €St . .....oieiii i :
6) Soit t € R.
cos (% + t) e .
I (T — € ) = e

7) Soient a et b deux réels. Compléter :

SIN(@) SIN(D) = o

8) Soient p et g deux réels. Compléter :

COS(P) 4 COS(Q) D vt ettt



Maths - Interrogation n°l - Lundi 9 octobre, 15min
Trigonométrie
NOM oo Prénom :...... ... .. ... ..

BAN(@ 4 D) =
2) Soit x € R. Compléter :

5) Sans calcul ni justification, donner I'unique solution 6 dans | — ;7] de

cos(f) = __\/§
2 O =
sin(f) =

N | —

6) Soit o un réel.

L’ensemble des solutions de sin(z) = sin(a) €St ...

7) Soit t € R.
sin(% — t) S .

COS (T b ) e

8) Soient a et b deux réels. Compléter :

SIN(@) COS(D) = o
9) Soient p et ¢ deux réels. Compléter :

SIN(P) 4 SIN(G) =ttt



Maths - Interrogation n°2 - Lundi 22 janvier, 15min

Développements limités

Soient (n,p) € N? et « € R.
Les développements limités suivants doivent eétre donnés, lorsque c’est possible,
avec et sans signe Z

1) On considére connu le développement limité de = +—

1 2 n n
— =14+ +...+2"+ o (2")
1—=x z—0

Donner le développement limité a l'ordre 2n + 1 en 0 de la fonction x — Arctan(z) (avec

démonstration) :

4) On rappelle que Vr €] — 1; 1], Arcsin’(7) = ——

Calculer le développement limité a 'ordre 5 en 0 de Arcsin :



Maths - Interrogation n°2 - Lundi 22 janvier, 15min

Développements limités

Soient (n,p) € N? et « € R.
Les développements limités suivants doivent étre donnés, lorsque c’est possible,
avec et sans signe Z

1) On considére connu le développement limité de = +—

1 2 n n
— =14+ +...+2"+ o (2")
1—=x z—0

Donner le développement limité a l'ordre n 4+ 1 en 0 de la fonction = +— In(1 + z) (avec

démonstration) :

4) Calculer le développement limité a l'ordre 5 en 0 de tan :



Troisieme partie

DM



Maths - DM n°1 - Pour le lundi 18 septembre,
Sommes finies

L’exercice suivant était un des exercices donnés dans le premier devoir surveillé de ’année scolaire
2022/2023.

Exercice 1.

Pour tout entier naturel n, on définit :

S,=1+224+3+ ... +nd

To= > k'
k=1
Simplification de S,
1) Ecrire S, a l'aide du signe Z
2) Montrer que pour tout réel z, z3 = x(x — 1)(x — 2) + 32* — 2.
3) Déduire de la question précédente que, pour tout entier naturel n > 3, S,, = B,, + C,, ou

0

k=3

C, = Zn: 3k — 2k
k=1

4) Simplifier C,, pour n entier naturel.

5) Montrer que pour tout entier k > 4

(3)-0)()

6) Simplifier B,, pour n entier naturel supérieur ou égal a 3.
7) Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel,

(25

2
Simplification de T,
8) Simplifier, pour z réel, 'expression de h(z) = (x + 1)° — 2°.
9) Déduire de la question précédente que, pour tout entier n,

(2n+1 1
(n+1)5—1:5Tn+103n+10n(n+ )6( nt )+5n(n2+ )+n

10) Déduire des questions précédentes une expression simplifiée de T, pour n € IN.



Maths - DM n°1 - Pour le lundi 18 septembre,

Correction DM n°1

Exercice 1.

Simplification de S,

oS
k=1

2) Soit z un réel.
z(x—1)(x—2)+32%> =2z = (2* —z) (v —2) +32% — 22 = 2% — 227 — 2? + 20+ 32% — 22 = 23,
Donc Vr € R, 2° = z(z — 1)(z — 2) + 32? — 2x.

3) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
n
Sy = Z K

= Z k(k —1)(k —2) +3k* — 2k d’apres la question précédente
- Zk(k —1)(k—2) + Y3k — 2k
k=1
= Zk(k:— ) (k—2)+C,
k=1

en posant (), = Z 3k* — 2k.
k=1

De plus, en posant B,, = Z k(k—1)(k—2),ona:
k=1

Bn:Zk:(k—l)(k—Q) car,pour k =1let k=2 k(k—1)(k—2)=0.

k(k—1)(k—2) —( k
Donc B, _62 _623‘ k 5 :6k:3(3)

6
Onadoncblen pourn>3.5n B +C’ ol

n(n+1)@2n+1) 2n(n +1)

4) C,=> 3k -2k =3

k=1
Ou encore, apres factorisation par

c - n(n;— 1)

5) Soit k un entier supérieur ou égal a 4.

1
La formule de Pascal s’écrit, pourn € Net p € [0;n — 1] : ( " )+( " ) = ( n )

x (2n4+1—2) =

p



En posant n = k et p = 3 (qui vérifie bien p < k — 1 puisque k > 4), la formule de Pascal

se rééerit donc :

(5)- ()0

Donc
kY [ E+1 k
3 ) \ 4 4
6)
[ k
B, = 6 )
par A
[ k
= 6+ 62 ( 5 ) en sortant le 1¥ terme de la somme
k=4
[ k+1 k
= 6+6 i — d’apres la question précédente
— 4 4
1 4
= 6+6 n — par télescopage
4 4
(

~ 6( n+1 ): n+Dn(n—1)n-2) (n+1n(n—1)(n-2)
4 24 4

Donc, pour tout entier n > 3,

(n+1)n(n—1)(n—2)
4

B, =

7) Pour n entier naturel supérieur ou égal a 3, d’apres les questions 4) et 6) :

n+1lnn—1)n—-2) nn+1)2n—1 nm+1) o1 .
S0 = Bty = LN 1022 e D) 0l 1) (| e
Doncsn:n(ng—l)Xn2_2n—n2+2+4n—2:n(n2+1)Xn2;n:(n(n2+1) 2.

Par ailleurs, on vérifie que la formule reste valable pour n=0,n=1et n = 2.

Donc pour tout entier naturel n,

ot

Simplification de T,
8) Soit x un réel.
h(z) = (z+1)° —2° = 2° + 52 + 102% + 102> + 52 + 1 — 2° = 52?4+ 102% + 102 + 5x + 1.

9) Soit n un entier naturel.

D’une part, Z E+1)° =k =(n+1)°—=1° = (n+1)° — 1 par télescopage.

k=
D autre part, en utlhsant la question précédente,

Z k+1)5—k° = Z5k4+10k3+10k2+5k+1 — 5Zk4+102k3+102k2+52k+z 1.
k=1

1)(2 1 1
Donc(n+1) —1=5T,+10S, + 10 n(n + )6(n+ )+5 (n2—i— )+n.

10) D’apres la question précédente, on a donc :
on(n +1 mn+1
5T, =(n+1P°—1—n— (2 )— (

Donc 5T, = (n+ 1) (n+ 1)* — 1) — 5n(n + 1)(% + 2n_:;r1) — 10

~—

om + 1
(2n + >—105n.

n%(n + 1)
1 :

w



dn+5 _n*(n+1)?2

5
2

Ou encore 5T, = (n + 1) (n* + 4n® + 6n% + 4n) — 5n(n + 1)

Finalement, 57,, = n(n + 1) (n3 +An2 4+ 6n+4 — 20n;25 _ 5n(1;+1) )

Apres réduction au méme dénominateur et division par 5, on a donc :

T nn+1)6n3+9n?+n—-1) nn+1)2n+1)(Bn?+3n—1)

" 30 30




Maths - DM n°2 - Pour le lundi 13 novembre,
Bijections et dérivation

Exercice 1.

Arguments des sinus et cosinus hyperboliques

1) Montrer que sh : R — R et ch : [0; +00[— [1; +o0[ sont bijectives.

On note Argsh et Argch leurs bijections réciproques.
2) Montrer que Yz € R, ch (Argshz) = V1 + 22.

3) Montrer que Vz € [1;4+o00[,sh (Argchz) = V22 — 1.

)
)
4) Calculer (en précisant les conditions d’existence) Argsh'(x) et Argch’(z).
sh
) _

5) Faire le méme travail pour la fonction th =
¢

On montrera notamment que th est une bijection de R sur | — 1; 1[ dont la bijection réci-

proque est notée Argth.

6) Montrer que lorsqu’elle est définie Argth(z) = In /2.
7) Donner une expression (similaire a celle de la question précédente) pour Argch(z) et Argsh(x)

en précisant les valeurs de x pour lesquelles ces expressions sont valides.

Exercice 2.

Gudermannien  On définit les fonctions th, Argsh, Argch et Argth de la méme fagon qu’a
I'exercice 1. dont les résultats peuvent étre admis ici.

Soient [ = ]—%; %[ et Gd la fonction définie par

I - R
Gd:{ r o Galr) = (i (z +2)

4
1) Montrer que Gd est bien définie et dérivable sur ]—g; %[

2) Montrer que Vo € ]—%; %[ :

Gd(z) =1n (tan(x) + ;) = Argsh(tanz) = Argth(sinz) = 2 Argth (tan £).

cos(x)

3) Calculer Gd’ et tracer 'allure de la représentation graphique de Gd.

4) Justifier I'existence de Gd™' et montrer que sur son ensemble de définition Gd™'(z) =
Arcsin(th z). Calculer la dérivée de Gd ™.



Maths - DM n°2 - Pour le lundi 13 novembre,

Correction DM n°2

1)

Exercice 1.

e Montrons que sh est une bijection de R dans R.

et —e”

Par définition, Vo € R,sh(z) =
Donc sh est continue et dérivable sur R comme somme et composée de fonctions conti-

nues et dérivables.
et — (—e™® et +e7 "
De plus, Vo € R,sh'(z) = (2 ) _ +2 = ch(x).
Notamment, la fonction exp étant strictement positive sur R, Vo € R, sh’(x) > 0.

Donc sh est strictement croissante sur R, donc est injective.
x —X

e J—

Enfin, lim sh(z) = lim ——— = 400 et sh étant impaire, lim sh(z) = —oc.
r—r—+00 T—+00 T—r—00

Comme par ailleurs sh est continue, le théoreme de la bijection continue permet d’affir-

mer que sh est une bijection de R sur | — oo; +o0o[= R.

Remarquons au passage, comme sh(0) = 0 et que sh est strictement croissante sur R,

que

sh(z) >0 2>0

Montrons que ch est une bijection de [0; +oo[ sur [1; 400l

A nouveau, par définition de ch, ch est continue et dérivable sur R et un calcul immédiat
montre que ch’ = sh.

Or nous venons de voir que sh est strictement positive sur |0; +oo[ donc ch est strictement
croissante sur [0; +o00[, donc injective.

De plus ch est continue, ch(0) =1 et xkrjloo ch(z) = +o0, donc d’apres le théoreme de la

bijection continue, ch est une bijection de [0; +00| sur [1; +o0].

On note Argsh et Argch leurs bijections réciproques.

Le théoreme de la bijection continue nous permet d’affirmer que Argsh et Argch sont conti-
nues et strictement croissantes sur leur ensemble de définition,

que Argsh est une bijection de R dans R

et Argch une bijection de [1; +oo[ sur [0; +o00].

Vu € R, ch®(u) — sh?(u) = 1.

Soit z un réel et posons u = Argsh(x).

On a donc ch?(Argsh(x)) — sh?*(Argsh(z)) =1
et par définition de Argsh, sh®(Argsh(z)) = z2.
Donc ch®(Argsh(z)) = 1 + 22.

Enfin, comme ch > 0 sur R, on peut conclure que, pour tout réel z,

ch(Argsh(z)) = +v'1 4 22

3) De méme, en utilisant le fait que Yu € R, ch®(u) —sh®(u) = 1 pour u = Argch(z) (avec, par



n

5)

définition de Argch, = réel supérieur ou égal a 1), on obtient que
2% — sh®(Argch(z)) = 1

On en déduit que Vz € [1;4+o00[,sh(Argch(z)) = £va? — 1.
Enfin, Argch(x) € [0; +oo[ (par définition de Argch) et sh est positive sur R, donc

Va € [1; +oo[,sh(Argch(x)) = +vV 2?2 — 1

e sh est une bijection de R dans R dérivable sur R, donc Argsh est dérivable
en tout = € R tel que sh’(Argsh(z)) # 0.
Or sh'(Argsh(z)) = ch(Argsh(z)) = v/1 + 22 ne s’annule jamais donc Argsh est dérivable

sur R et
1

V1+ 22

e ch est une bijection de [0; +o0[ dans [1; +-o00[ dérivable sur [0; +o00] donc Argch est déri-

Argsh'(z) =

vable

en tout = € [1;+o0[ tel que ch’(Argch(z)) # 0.

Or ch’(Argch(x)) = sh(Argch(z)) = V22 — 1 s’annule (sur [1;4o00[) si et seulement si
r =1

Donc Argch est dérivable sur |1; +oo[ et Va €]1; 400/,

Argeh'(z) =

2?2 —1

sh
it th = —.
Soi o

ch ne s’annulant jamais sur R, th est définie, continue et dérivable sur R.

Vi € R, th(z) = @) X chl@) —sh(@) xsh(z) 1

ch?(z)  ch¥(z)
Donc th est strictement croissante sur R donc injective.
e’ —e " 1—e 2
i =1let

De plus, lim th(z) = lim —— = lim ———
r—+00 r—+oo ¥ + =% r—+oo | + e—2x

sh(—x)  —sh(z)

Vo € R, th(—x) = = = —th(x).
v € R, th(-2) ch(—x) ch(x) (z)
Donc lim th(z) = —1.
T—r—00
Finalement, th est une bijection continue de R dans | — 1;1][.

Notons Argth € F(] — 1; 1], R) sa bijection réciproque.

D’apres le théoreme de la bijection continue, Argth est continue et strictement croissante
sur | — 1; 1] et vérifie

xlirril1 Argth(z) = —oo (car im th(z) = —1) et

}gr% Argth(z) = 400 (car mglfoo th(z) =1).

Enfin, th étant dérivable sur R, Argth est dérivable en tout = €] — 1; 1] tel que
th'(Argth(z)) # 0. , )
Or Vu € R, th(u) = —— — S() —sh7(w)
ch”(u) ch”(u)
Donc, Vo €] — 1;1[,th'(Argth(z)) = 1 — th*(Argth(z)) = 1 — 2 qui ne s’annule jamais sur
| =11

1
Donc Argth est dérivable sur | — 1; 1] et Argth’(z) = Tl
—x

=1 —th*(u).




6) Soit x €] — 1;1[ et u € R tels que z = th(u).

On cherche une expression de Argth ce qui revient a exprimer u en fonction de z.

r =th(u) < -
- e —1
=z
e2u 41
2u _ 1 2u
Or - & e l=(e+1)x
&S e(l-a)=1+ux
ou 1+
& et =
11—z
- 1l 1+x)
u=—In
2 1—=x
Finalement

1 1 1
Vo €] — 1; 1], Argth(x) = 5111(11_?;) =In 11Li

7) On démontre de méme qu’a la question précédente que
Va € [1; +oo[, Argch(z) = In (x + Va2 — 1)

et que

Vz € R, Argsh(z) = In (x + Va2 + 1)

Il y a cependant deux passages un peu délicats.
En effet, pour obtenir la premiére expression, on résout 1’équation d’inconnue u € [0; 400 :
(Ey) ch(u) =x avec x € [1; +o0].

On montre aisément que cette équation est équivalente a
X —2xe" +1=0

que l'on résout en posant U = e* a l'aide de la méthode habituelle (discriminant, etc...).
Cette équation a deux solutions qui sont u; = In (x + Va2 — 1) et us = In (x — Va2 — 1).
Pour conclure, il faut remarquer que uy < 0, donc n’appartient pas a 'ensemble [0; +oo[

dans lequel on cherche 'antécédent de .
2?2 — (22 = 1) 1

Eneﬂet,x—m: = <lcarz>1doncx++va2—12>1.
T +Va? =1 x+vVa2—1

Donc u; est l'unique solution répondant aux conditions imposées.

Un raisonnement similaire doit aussi étre fait pour obtenir I'expression de Argsh(x).

Exercice 2.

1) z € ]—%; %[ =3+ 7€ ]O; %[ intervalle sur lequel tan est définie, dérivable et strictement
positive.

Par composition, Gd est donc bien définie et dérivable sur ]—%; g[

tan(Z)+1
2) VxEI,tan(§+£):#I)l(z).
2

2
e On obtient immédiatement la derniere relation en écrivant

B tan(%)+1 B tan(%)+1
Gd(z) =1n (m) =2In m

= 2 Argth (tan %)




e De plus ) . .
Vo € I tan(a) + b = —o 5) | Ltan(5) (1 + tan (3))
O EE T T e (@) T (5) T (@) (- ()

Donc Gd(z) = In (M) =In (tan(aj) + #)

1 —tan (5) cos(z)

e Sur |—Z;Z[, cos est positive donc cos(z) = 4/1 — sin’(z) = ———.
1+ tan?(x)

D’ou : Gd(z) = In (tan(:v) +4/1+ tanz(:c)) = Argsh(tanz).
e Enfin,

Gd(z) =1In (tan(:v) + Cosl(m)) =1In (%—F;)) = Argth(sin z).
1 — sin?(x
cos(z) 1

3) Vo € I,Gd'(x) = (Argth(sinz)) =

1 —sin?(z)  cos(z)’

4) Gd étant définie sur |—Z; Z[, Gd'(z) > 0, la fonction est strictement croissante et continue
donc bijective de ]—— —|: sur R. Sa bijection réciproque est définie sur R et
r = Gd(u) & = = Argsh(tanu) < sh(z) = tan(u) < u = Arctan(sh(z)).
Donc Gd™*(x) = Arctan(sh(z)).

On en déduit immédiatement, en dérivant I’expression précédente que

ch(z) 1
1+sh?(z) ch(x)

Vz € R, (Gd (z)) =



Maths - DM n°3 - Pour le lundi 5 février,

Développements limités, suites, intégrales

Exercice 1.

R* — R

Soit f: Vitai—1 -
r#0 » ——

On ne demande pas de justifier que f est bien définie sur R*.

1) Le code suivant permet de représenter graphiquement f :
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
X= np.linspace(-3,3,2000)
f=lambda x:(np.sqrt(1+x**4)-1)/x
Y=f (X)
plt.plot(X,Y)

Recopier ce code dans Spyder et observer la représentation graphique de f.
2) Donner un développement limité a 'ordre 3 de f en 0.

3) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 (autrement dit, montrer que liIr(l] f(z)
T—
existe et est finie).
Conformément au résultat de cette question, on prolonge f en 0 par sa limite en 0 : f est

donc désormais une fonction définie sur R.
4) Montrer que le prolongement obtenu a la question précédente est dérivable.

5) Donner I’équation de la tangente 7 a Cy en 0 et la position relative de Cy par rapport 7 au

voisinage de 0.

6) En effectuant un développement asymptotique de f au voisinage de 00, montrer que f

possede une asymptote oblique dont on donnera I’équation.

7) Montrer (le plus simplement possible) que f est une bijection de R dans R.

Exercice 2.

Le but de cet exercice est d’obtenir une expression des intégrales de Wallis [W,, = J sin” (t)dt
0

puis de l'utiliser pour obtenir la limite d'une intégrale.

- Partie A - Préliminaire

2k 22(nl)?
2k—1  (2n)!

Montrer que Vn € IN, l_[
k=1

- Partie B - Expression de IV,

™ ™

2 1.dt et Wy = J 2 sin(t)dt.

1) Calculer Wy = J
0

0



2) Montrer a I’aide d’une intégration par partie que pour tout n € IN, W,, 5 = (n+1) J 2 cos® t sin™ tdt.
0
3) En déduire que pour tout n € IN,(n + 2)W,.o = (n + 1)IW,. Pour les deux questions

suivantes, on pourra utiliser le résultat de la partie préliminaire.

(2k)! T
4) Montrer que Vk € IN, Wy, = () X 5
22k(k')2
5) Montrer que Vk € IN, Wy, 1 = W
6) Montrer que pour tout n € N, W, W,, 11 = ﬁ

(indication : on pourra distinguer deux cas suivant la parité de n...)

- Partie C - Equivalent de W,

1) Montrer que Vt € [O; g],sinzt <sint < 1.

Wi <Wn+1 <1
w, — W, —

)

2)

3) En utilisant les résultats de la partie précédente, montrer que W,, ~ W, .
)
)

Déduire de la question précédente que Vn € N,

i
4) En utilisant les résultats de la partie précédente, montrer que W32 ~ o
n

5) En déduire un équivalent de W,,.

- Partie D - Calcul de lim J e~ du.

T—+00

1) Justifier l'existence de la fonction F': x € R f e du.
0

2) Montrer que F' est croissante et que Vo € Ry, F'(x) > 0.
1
3) Mont VEe[0:1],1—t<et < —.
) Montrer que 0; 1] et ST
4) En posant u = v/nt (avec n € IN), en déduire que
u2 n ) u2 —n
vuelo:vn] [1-—) <e®<[1+—) .

vn vn

(1 — %z)n du < F(v/n) < J (1 + %Z)ndu.

™

5) En déduire que f
0

6) Montrer que VYn € N, W,, = J 2 cos" (t)dt.
0

7) En effectuant le changement de variable u = y/n sinv, montrer que
vn 2"
J (1 — u—) du = \/EWQn_i_l.
0 n

8) En effectuant le changement de variable u = y/n tan v, montrer que

NG 2N
J (1 + _) du < \/ﬁWQn,Q
0 n

9) En déduire que

E

xr
. _ .2
lim f e “du =
r— 400 0
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Exercice 1.

—C
—-= Asymptote oblique 2
----- Tangente a l'origine 4

/ i_ 1+%4+ o (z*)—1 "
2) f(ﬂf)z( et S _ Ty, (z°).

x x 2 z—0
3) f possede un développement limité a I'ordre 3 (donc & un ordre supérieur ou égal a 1) en 0.

Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0 (terme constant du déve-

loppement limité).

4) De plus, ce prolongement est dérivable et f'(0) = 0 (coefficient du terme de degré 1 du



développement limité).

3

5) L’équation de la tangente en 0 & Cy est donc y =0 et f(x) = 5 + o (23) est du signe de
T—

23 au voisinage de 0.

Donc C; est au-dessus de sa tangente en 0F

et Cs est en-dessous de sa tangente en 0.

1
6) Développement asymptotique : on pose h = — — 0.

1_'_#_1 )
fla)=f() = ( )

1 — .5
= hxﬁ(\/h+ h?)

=

_ 1 Rt 4 2
B h(1+2hjhgo<h)_h)
= 1_ - 3
- 2h+2+h0 (h?)
Donc f(z) =2 — — + — (%)

l‘?’ r—Fo00
Donc la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la représentation graphique de f

au voisinage de 400 et au voisinage de —oo.

7) f est une fonction impaire. Il suffit donc de 1’étudier sur [0; +oo.
De plus f est continue sur R, f(0) = 0 et mgrlloof(x) = +oo (car f(z) =z + 2O (x) au
voisinage de +00).
Donc f([0;4+00[) = [0; +00[, et comme f est impaire, f(R) = R.
Donc f est surjective de R dans R.
Pour montrer qu’elle est bijective, il suffit de montrer qu’elle est injective. La fonction étant
continue, ceci équivaut a montrer que f est strictement monotone sur R.

Or f est dérivable sur R, de dérivée nulle en 0, et
4x3
4t ] 1,1
2/1eat Tt _x4—1+\/1+x4> z? >0
z? 21+ at T V1t ad .

Donc f" > 0 sur R, ne s’annule qu’en 0, donc f est strictement croissante sur R, donc

Ve >0, f(x) =

injective.
f est bien une bijection de R dans R.

Exercice 2.
- Partie A - Préliminaire
Par récurrence :
20(01)?
(0)!

Initialisation : pour n = 0, le produit du membre gauche est vide donc vaut 1 et =1.

1

2k 2 22(11)2 4

Pour n =1, 12 1:26t (') 5
w1 2k — — (2)!

Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n et démontrons la au rang n + 1.
"l—[“ 2k ﬁ 2k 2042 27?2+ 1)x2n+1)  22F((n+ 1))

r12k—1 L 12k—1 2n+1 (2n)! (2n+1) x (2n + 2) (2n + 2)!




La propriété est initialisée en n = 0 (et n = 1), elle est héréditaire, elle est donc vraie pour
tout n € IN.

- Partie B - Expression de WV,

™

1H%:J2hﬁ:g ot Wﬂzfsmmﬂ:PmWﬁ:L
0 0

2) Wyio = J sin" 2 (t)dt = J sin” 1 (t) x sin(¢)dt
0 0

(SIE]

Wigo = [sin"1(2) x (—cos(t))]

™

S vy

- J (n+ 1) cos(t) sin"(t) x (—cos(t))dt

donc W10 = (n+1) J 2 cos® t sin” tdt.
0

3) D’apres la question précédente, Vn € N :
T T

Wiie = (n+1) f 2 cos?tsin” tdt = (n + 1) f 2 (1 —sin’t)sin"tdt gope
0 0

= (n+ )W, —(n+ )W, o

1
Wiio+ (n+ D)W = (n+2)W,12 = (n+ 1)W,, ou encore W, = n i 5
n
4) La question précédente permet d’affirmer que Vk € IN,
koo
27—1
Wor = X W.
w=] ] 7 0
7j=1
En utilisant la partie préliminai btient donc W. S
n utilisant la partie préliminaire, on obtient donc = X —=.
p p ) 2k 2R 2

5) De méme qu’a la question précédente Vk € N,
k

koo
27 —1
1% = .
bt 1_123+1 M 1_123—1 l—!2j+1
Le second produit est telescoplque donc en utilisant la partie préliminaire, on obtient
W B 22k (K12 " I 22k (1)2
TR T 2%k+1 2kt 1)
6) Sin est pair, autrement dit n = 2k, k € N,
(2k)! n 2%k (k)2 T T
W, W1 = Wo W- = —"— X =X = = .
ORI k2 T2 T 2k + 1) 22k+1) 2+ 1)
Si n est impair, autrement dit n = 2k + 1,k € N,

22k (1)2 (2k + 2)! T (2k+2)7 T
W W1 = Wop i W- = — = = =
LT e ok = o T T D (e )2 2 Ak 12 x 2 2(2k +2)
T
2(n+1)
Dans les deux cas on a bien, W, W, = L.
2(n+1)

- Partie C - Equivalent de W,

1) vt € |: ,2] 0 < sint < 1, notamment on peut multiplier I'inégalité par sint > 0 sans
changer son sens :
YVt € [O;%],O <sin?t <sint < 1.



2)

Les inégalités de la question précédente, valables sur [O; %], permettent d’écrire (apres

multiplication par sin"(¢) > 0) pour tout n € IN :
T T T

J 2 sin" P2 (t)dt < 2 sin" T (t)dt < J 2 sin”(¢)dt c’est-a-dire,
0

0 0
Vn € N, Wiio < Wy < W,
Comme par ailleurs, Vt € ]O; %[ ,sin”(t) > 0 et comme la fonction sin est continue,

Vn e N, W, > 0.
Wn+2 Wn

On en déduit donc en divisant par W,, > 0, Vn € IN, i < WH <1
N n+1
Montrons d’abord que W,, ~ W, .o : d’apreés B-3), on a Vn € N, W, .o = 2 /n =

Wn+2 n+ 1 n—+4o00 . oy
= — 1 qui est la définition de W,, ~ W, 44.
W, n+2 d 2

En utilisant la question précédente a présent, on a alors par le théoreme des gendarmes

Wn n o0
W+1 Z%° 1 donc Wy~ Wiy,

D’une part, d’apres B-6), W, W, .1 =

Wy ~ W,11. Donc,
W2~ W, W,y =

. D’autre part d’apres la question précédente,

2(n+1)

ﬁ ~ % ce qu’il fallait démontrer.

Aucune regle du cours ne concerne les « racines carrées d’équivalents » mais la question

i
précédente nous permet de penser que W, ~ —\/2_ Démontrons le :
n

2
n

Comme Vn € N, W, >0, lim % = lim — = 1 donc

n—+oo VT n—-+0o —_
n
W,, ~ ‘/ —
2n

o 2n

- Partie D - Calcul de lim J e du.
Tr——+00

1)

n

La fonction u — e est définie et continue sur R donc par le théoreme fondamental du

calcul différentiel, F' : z € R — f e~ du existe et est 'unique primitive de u — e’
0

s’annulant en 0.

u—s e est positive pour tout u € R donc sa primitive est croissante sur R.

Or F(0) =0 donc Vz € Ry, F(xz) > F(0) = 0.

Etudions la fonction f:teR— et -1+t quiest définie et C> sur R.

ft)=—et"4+1>0s e >1<t>0donc f est croissante sur [0; +oo[ et décroissante

sur | — o0; 0].

Comme de plus, f(0) =1—1=0, f passe par son minimum 0 en 0 et

VieR,1—-t<e

Il s’agit maintenant de démontrer la seconde partie de 'inégalité : V¢ € [0;1], 7" < T3 &

Vi€ 01,14t <e' < Vte[-1;0],1—¢<e " ce que nous venons de démontrer.

1
Donc Vt € [0;1],1 —t < et < ——.
141

2
u

Posons u = v/nt donc t = — (avec n € IN) dans l'inégalité précédente :
n



u2

u? = 1
Vue[O,\/ﬁ],l—gge n <

~.
1+

n
Cette inégalité concerne des termes qui sont tous positifs et la fonction x — 2™ est croissante

sur R, donc en élevant a la puissance n :
2 n

2N\ o 2\
VuE@nﬁ](l—EJ <len :6“23(1+%),

n

L’inégalité de la précédente question est vérifiée pour tout u € [O; \/ﬁ] donc en utilisant la

croissance de l'intégrale :

Vn u2\" Vn ) Vn W2\ "
J (1 _ _) du < J e du < J (1 + —) du ou on reconnait F(\/ﬁ) dans le
n
0 0 0

n

membre central.
T

Par définition, Vn € N, W,, = 2 sin”(t)dt.

0

Effectuons le changement de variable s = § — 1, t = 7 — s, dt = —ds.

DO | Noln

0

T n 1 s

Vne N, W, = fz —sin (5 — s) ds = J; cos”(s)ds car Vs € R,sin (2 — s) = cos(s).
2

Effectuons le changement de variable u = \/nsinv, du = /n cosvdv :
T T

\/ﬁ 2\ ~ - 92 n
J (1 — u_) du = J 2 (1 _ e v) Vncosvdv = J 2 (cos? v)n Vncosvdv = vVnWa, i1
0 0 n 0

n
d’apres le résultat de la question précédente.

u=+/ntanv, du = \/n x

T
t 1 n—
(1+u_) du = 4(1+nan U) Vi x ——xdv=+/n 4((}0521)) “dv <
. n o n cos? v 0

V/nWs,_5 car l'intégrande est positive donc I'intégrale croissante.

x dv :

cos? v
T

D’apres la question 2), nous savons que F est croissante donc

Vo € [vmvn+1],F(yn) < F(z) < F(vVn+1).

Or, d’apres les questions 5), 7) et 8), nous savons de plus que
Vn € N, /nWapiq < F(\/ﬁ) < /W, _s.
On a donc, Vx € [\/ﬁ, vn + 1] AWou1 < Flx) < v/n+ 1Wa,.

nm NZS

Enfin, d’apres C-5), vVnWo, i1 ~ Vn + 1Ws,, ~

2x2n 2
T
Donc par application du théoreme des gendarmes, lirf e du = g
T—r+00



Maths - DM n°4 - Pour le lundi 13 mai,
EV, polynomes, matrices

Exercice 1.

Soient n € N*, E=RF et F={f € E,3P € R,[X],Vr € R, f(x) =2*P(x)}.

Soitqb‘{E -k
| f e df)=@eR fla+]l) - flz)

Autrement dit, ¢ est I'application qui a une fonction f définie sur R associe la fonction g définie
sur R par g(x) = f(z+ 1) — f(2).

1) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

2) Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.
3) Que vaut Ker¢?
4) Montrer que la restriction de ¢ a F' est un automorphisme.

Remarque : on montrera notamment que Vf € F,¢(f) € F.
5) Donner I'antécédent par ¢ des applications suivantes :

a) f1:x— 2"

b) fo:z+— 2%z

c) fy:mxs 222

6) Simplifier I'expression de S,, = Z 28k2 pour n € IN.
k=1

Exercice 2.

Le but de cet exercice est d’étudier quelques suites définies par la relation de récurrence
.2

Upt1 = —Uy + Up.

Partie A - Suites a valeurs réelles

Dans cette partie, on suppose que 1y € R, de sorte que u € RN,
1) Etudier la fonction f: 2z € R — —a2 + .
2) Tracer dans un méme repeére orthonormé (unité 2cm ou 2 carreaux) la représentation gra-
phique de f sur [—1;2] et la droite d’équation y = x.
3

) Montrer que, quelle que soit la valeur de ug, la suite u est décroissante.
4) On suppose que ug €] — oo; 0[. Montrer que u diverge vers —oo.
)

5) On suppose que ug € [0;1]. Montrer que u converge et donner sa limite.
6) Que peut-on affirmer si uy €]1; +o00[?
Partie B - Suites a valeurs complexes
Dans cette partie, on suppose que uy € C, de sorte que v € CN & priori, méme s’il reste possible
que les termes de la suite soient, tous ou en partie, réels...
On rappelle qu'une suite complexe converge vers ¢ € C si et seulement si la suite des parties réelles

de ses termes converge vers Re (¢) et la suite des parties imaginaires de ses termes converge vers

Zm (c).



1) On suppose que uy = % +1b avec b € R.
Calculer u; puis donner les valeurs de b pour lesquelles la suite converge.

On précisera notamment la valeur de sa limite lorsqu’il y a convergence.

2) On suppose que |ug| > 2. Montrer que (|uy|), o est strictement croissante et en déduire
que (uy), o diverge.
Partie C - Suites a valeurs matricielles

Dans cette partie, on suppose que ug € My(R), de sorte que u € My(R)YN.

a a
Plus précisément, on suppose qu’il existe (a;b) € R? tels que ug = b b )

1) Calculer u; et us.
2) Montrer que Vn € IN, u,, € Vect (uo).

3) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les réels a et b pour que les suites

des coefficients des matrices u, convergent toutes.



Maths - DM n°4 - Pour le lundi 13 mai,

Correction DM n°4

Exercice 1.

1) e F C E : évident, par définition de F.

e En prenant pour P le polynome nul, on vérifie que la fonction nulle est bien un élément
de F'.

e Soit fe F,geF, (\u)e R~
Il existe donc deux polynomes P € R,[X], @ € R, [X] tels que Vx € R, f(z) = 2°P(x)
et g(x) = 2°Q(x).
Done, Vz € R, (Af + pg)(z) = 2°(AP + pQ)(x).
Or R,,[X] est un espace vectoriel, donc AP + u@ € R, [X].
Finalement, \f 4+ ug € F.

F est donc bien un sous-espace vectoriel de E.

2) Tout d’abord, étant donnée f € F, ¢(f) est une fonction définie sur R, a valeurs dans R :
donc ¢(f) € E

De plus, ¢ est une application linéaire. En effet, soient f et g deux fonctions de R dans R
et (A, ) € R% Alors :
oA +ug) = (z0 M(e+1)+pgle+1) = AMf(2) — pg(x))
= Mo flz+1)— f(2)+ plz— g(z+1) — g(z))
= Ao(f) + pe(g)

Donc ¢ est linéaire, de E dans E : ¢’est un endomorphisme de E.

3) Ker ¢ est constitué des fonctions f pour lesquelles ¢(f) = Orr, c’est-a-dire pour lesquelles
o(f) est la fonction nulle.
Donc f € Ker¢p < Ve e R, f(x+1) = f(x).
Il suffit de reconnaitre, ici, que Vo € R, f(x 4+ 1) = f(x) signifie, par définition, que f est
périodique, de période 1.
Donc Ker ¢ est constitué des fonctions périodiques dont une période est 1.

Remarque : les fonctions %—périodiques, par exemple, sont donc aussi des éléments de Ker ¢.

4) Montrons que ¢ est un automorphisme de F.
e F est stable par ¢ : en effet, soit f € F. Par définition, il existe donc P € R, [X] tel que
Vo € R, f(z) =2"P(x).

Donc :

o(f) = (zr flz+1) = f(x)
= (z—227'P(z +1) — 2°P(z))
= (z—2"(2P(zx+1)— P(x)))
Or, étant donné un polynome P € R,,[X], @ = 2P(X + 1) — P est aussi un polynome
de R, [X].
Donc ¢(f) € F

e ¢, restreinte a F', reste linéaire.



e Il reste donc a montrer que ¢ est bijective. Pour cela, il suffit de remarquer que :
* F' est de dimension finie car engendré par la famille (z — 2%;x +— 2%x;...;z — 272").
f e Kerg
fer '
Soit f € F : il existe P € R, [X] tel que Va € R, f(x) = 2°P(z).
Donc f € Ker ¢p < Vo € R, 2% (2P(x + 1) — P(x)) = 0.
Ce qui équivaut a dire que 2P(X 4 1) — P est le polynéme nul (car Vx € R, 2% > 0).

Supposons P non nul de coefficient dominant a, # 0. Soit () =2P(X +1) — P.
P

Q= ZQak X+1)* Zaka = (2a, — ap)Xp+2apZ( )XZ+Z ap (2(X + 1) Xk)

k=0 =0
Cette dermere expression montre que () est aussi de coefficient dominant a, # 0.

Autrement dit, si P # 0, alors Q =2P(X +1) — P # 0.
Donc Ker ¢jp = {x = 0} : ¢ est donc injective.

*x feKerop &

e Finalement, ¢z est un endomorphisme injectif d'un espace vectoriel de dimension finie :

c’est un automorphisme.
5) Donner I'antécédent par ¢ des applications suivantes :
a) Soit fi:x 2% et Fy = ¢ 1(f1).
D’apres ce qui précede, on recherche F; de la méme forme que f; : Vo € R, Fi(z) = 2% xa.
o(Fy) = (:p — 2%a ) Donc ¢(Fy) = fi = a=1.
¢~ (fr) = fi.
b) Soit fo: x> 2%z et Fy = ¢ (fo).

D’apres ce qui précede, on recherche Fy de la méme forme que f5 :
Vo € R, Fy(x) = 2% X (bx + ¢)

G(Fp) = (x> 2°(2b(x + 1) + 2c — b — ¢)) = (z > 27(ba + 2b + ¢)).
Donc ¢(Fy) = fo = (b= letc = —2) - ici, I’égalité de fonctions sur R entraine 1’égalité
de polynomes, donc de leurs coefficients.
o (f) = (2 2°(z — 2)).
c) Soit f3: x> 2%2? et F3 = ¢ 1(f3).

D’apres ce qui précede, on recherche F3 de la méme forme que f3 :
Vo € R, F3(x) = 2° x (az® + Bz +7)

o(F: ( >—>2"”(20zx2+4a:p+2a+25:p+26+27—oz:p2—Bx—y)).
Donc o(F3) = (x + 2% (aa? + (da + Bz + (2a + 28 +7))).
Donc ¢(F3) = fs = (a =1let f = —4ety =6).
¢o7H(f3) = (2 — 27 (2? — 42+ 6)).
6) En utilisant les résultats précédents soit n € IN

S, = ZQkk2 ng ZF?, k+1)— F3(k) = F5(n+ 1) — F3(1) par télescopage.

Donc, VnE]N S —Q”H(n +2n+1—4n—4+6)—6—2”“(n —2n+3)—6

vneN,S, =2""(n*>—2n+3)—6



Exercice 2.

Partie A - Suites a valeurs réelles
Dans cette partie, on suppose que ug € R, de sorte que u € RY.
1) Soit f:z € R+ —2* +z.
f est une fonction polynomiale donc est C*°(R).
Ve e R, f'(x) = -2z + 1.
Donc f'(z) >0 z < 5.

x —00 % +00
Signe de f'(z) + —
1
1
Variations de f ya Ny
—00 —00
2)
2.0
1.5
1.0 1
0.51
0.0 1
—-0.51
0]
-1.51
20
—i.U —6.5 0?0 015 1?0 115 2?0
3) Soit n € IN.

) .2
Upt1 — Up = —U; + Uy — Uy = —us < 0.

La suite u est donc décroissante, et ceci quelle que soit la valeur de wy.
4) wu est décroissante, donc si ug < 0 alors Vn € N, u,, < ug < 0.
La suite u étant monotone, ou bien elle est minorée et converge, ou bien elle n’est pas

minorée et lim wu, = —oo.
n—-+o0o



5)

6)

De plus, en supposant que w soit minorée, alors [ = lim w, = lim u,; = lim f(u,) =
n——+0o n—-+o0o n—-+o0o

f(l) car f est continue.

Ori=f()=1l=-P+1l=1=0.

Si u est minorée, elle converge donc vers 0, ce qui est absurde puisque | < uy < 0 par

passage a la limite dans I'inégalité Vn € IN, u,, < up.

Donc si ug < 0, alors v n’est pas minorée et lim wu, = —o0.
n—-+o00

On suppose que ug € [0;1].
f(0) =0, f(1) =0, donc en complétant le tableau de variations de f on obtient :

x —00 0 1 ~+00
Signe de f'(z) + + — —

N[

=

Variations de f S0 A N 0N

o 51 uoe[O;%] :
1) T L 1
F([0:3]) = [0:3] < [053]:
Le segment [O; %] est donc stable par f, ce qui permet d’affirmer que Vn € IN, u,, € [O; %]
La suite u est donc décroissante (d’apres la question 3.), minorée par 0, donc converge.
Or nous avons vu a la question 4. que la seule limite possible est 0, donc

lim u, =0
n—-+4o00

e 5% uoe[%;l] :
Alors, up = f (ug) € [0; %] et on peut réutiliser le point précédent a partir du rang
1. On a donc a nouveau

lim u, =0
n—-+o00

Si ug €]1; +00], alors d’apres le tableau de variations de f, uy = f(ug) < 0 et en réutilisant
le résultat de la question 4. a partir du rang 1, on peut affirmer que

lim u, = —o
n—-+o0o

Partie B - Suites a valeurs complexes

Dans cette partie, on suppose que ug € C, de sorte que u € CN & priori, méme s’il reste possible

que les termes de la suite soient, tous ou en partie, réels...

)

On suppose que ug = % + b avec b € R.
w=—(A i) +l4ib=—1—ib+ R+ L=+ 1
Notamment u; € R, donc Vn € N*, u,, € R.
On peut donc utiliser les résultats de la partie A @ partir du rang 1 : la suite u converge
(vers 0) si et seulement si b* + 1 € [0;1].
—V3 V3
Donc la suite u converge vers 0 si b € [T\/_, g] et diverge dans les autres cas.
On suppose que |ug| > 2.
Montrons par récurrence que Vn € IN, |u,| > 2.

L’#nitialisation est vérifiée par hypothese.



Hérédité : supposons que, pour un entier n donné, |u,| > 2.

Alors |upg1| = |tun (—up + 1) = |un] X |1 — uy.

Donc |uy41| = |un| X |1 - |un|| d’apres la deuxieme inégalité triangulaire.

Or |1 — |un|| = ||un| — 1| = |u,| — 1 > 1 par hypothese de récurrence.

Donc |tp41| > |un| > 2.

Conclusion : la propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc
vraie pour tout entier n.

De plus, I'hérédité nous permet d’affirmer que, puisque Vn € N, |u,| > 2, on a aussi

Vn € N, [upi1| > |un].

La suite (|up|), o est donc strictement croissante.

Comme il s’agit d’une suite réelle, le théoreme de convergence/divergence monotone
nous permet donc d’affirmer que cette suite converge si et seulement si elle est majorée, et
diverge vers 400 dans le cas contraire.

Or, en reprenant a nouveau le calcul conduit dans I’hérédité de la précédente démonstration
par récurrence : Vn € N,

[tp1] = |un| X ||un| - 1| > |un| x (Juo| — 1).

Par comparaison a la suite géométrique de premier terme |ug| et de raison |up| —1 > 1, on
peut donc affirmer que

lim |u,| = +o0
n——+0oo

Partie C - Suites a valeurs matricielles

Dans cette partie, on suppose que ug € My(R), de sorte que u € My(R)YN.

a a
Plus précisément, on suppose qu’il existe (a;b) € R? tels que ug = b b )

)

2)

up = —uj+ug = —( ala+) ala+b) )+( @ ) = (l—a—b)( @ ) = (1—a—>b)ugy
bla+b) bla+b) b b b b

Uy =—uitu=—(1l—a—-bui+(1—-a—-bu=1—a—0b(l—a—b+(a+b)* ug

La question précédente permet de conjecturer qu’il existe une suite réelle (ay), oy telle

que Vn € N, u,, = a,up.

Démontrons le par récurrence :

La propriété est clairement initialisée aux rangs 0, 1 et 2 avec

ap=1l,a;=(1—-a-betay=(1—a—-0)(1—a—0b+ (a+0b)?).

Hérédaité : supposons que pour un entier naturel n donné, on ait u,, = a,ug

Alors i1 = —u? + u, = —a2u2 + antg = (1 — (a+ b)ay, Jug

Dongc, en posant o, = an(l — (a+b)an) qui est bien réel, on a prouvé que U, 1 = o, 11Uo.

Conclusion : pour tout entier n € IN, u,, = a,ug avec o, € R.

De plus, (av,),c €st la suite récurrente définie par

(%)) = 1
Anr1 = —(a+b)a2 +a,

1°"® méthode : trés astucieuse, mais il faut le voir

On souhaite obtenir une condition nécessaire et suffisante sur a € R et b € R pour que la

=1
définie par { o

suite (an), e , converge.

i1 = —(a+b)aZ + a,



Wo = a+b
Wni1 = —wWi4w,
Montrons par récurrence que ¥n € N, w, = (a + b)a,.

Soit (wp),cn 1a suite récurrente définie par {

Initialisation : wyg = a+ b= (a+ b)ay.

Hérédité : supposons que pour un entier n € N donné, on ait w,, = (a + b),.

Alors wy 1 = —w?2 +w, = —(a +b)*a2 + (a+ b)a, = (a+b) (p1 — ) + (a + b)ay, car
—(a+b)ak = any1 — o, par définition de la suite (ov,),, -

Donc w11 = (a + b)a, 41 en développant la précédente expression.

Conclusion : les suites (a;,), o €t (wy), o sont proportionnelles.

Par conséquent, (o), o converge si et seulement si (wy), o converge : or d’apres la pre-
miere partie, (wy,), o converge si et seulement si a + b € [0;1].

Une condition nécessaire et suffisante pour que (), o converge est donc a + b € [0;1].

2¢me méthode : méthode habituelle d’étude d’une suite récurrente

L’étude de la suite « est similaire a I'étude de la suite u conduite dans la partie A : en
posant g : x € R+~ —(a+b)z? + z et en étudiant g, on montre que la suite o est monotone
et qu’elle est bornée si et seulement si a + b € [0; 1].

Plus précisément :

e Monotonie :
VneN a, —a, =—(a+ba?+a, —a, = —(a+b)a? qui est du signe de —(a + b).
Dong, si a + b > 0, la suite est décroissante,
si a+ b =0, la suite est constante et
si a+b < 0, la suite est croissante (et ceci quelle que soit la valeur de ag, qui ici vaut 1).
e Etude de g : c’est une fonction polynomiale définie sur R et C(RR).

On se place dans le cas ou a + b > 0.

Ve e R,¢' () = —2(a+b)z+ 1 donc ¢'(z) >0 & x <

2(a+0b)
T —00 0 o - +00
2(a+b) a+b
Signe de ¢'(z) + + - —
1
4(a+b)
Variations de g S0 N N 0Ny
— 00 — 00
. 1 1
e op=1>0.1ly aldeux cas suivant que ap =1 < I ou quelao =1> P
* siag=1< c’est-a-dire si a + b < 1, alors ag € [O; —] qui est un intervalle
a+b a+b

1
stable par g, donc Vn € N, o, € [0; ?], donc (), est décroissante et bornée,
a

donc converge vers I'unique point fixe de g qui est 0.

*sio=1> c’est-a-dire si a + b > 1 alors a; €] — 00;0[ qui est un intervalle
a

stable par g. Comme de plus la suite est décroissante,

Vn € N, a,, < a; < 0 et par passage a la limite (la suite étant monotone, la limite

existe)

Iim a, <a; <0
n—-+400




Comme l'unique point fixe de g est 0, il est impossible que (), . converge : donc

lim «, = —oc0
n—-+o0o

e Les autres cas (a +b =0 ou a+ b < 0) se font de facon similaire.
En résumé :
Sia+b>1, ngrfoo a, = —o0, donc les suites des coefficients des matrices u,, divergent
toutes (& moins que a = 0 ou que b = 0).
Sia+b=1,0onaVne N, «a,=0donc Vn € N* u, = 05 et les suites des coefficients
des matrices u,, convergent toutes puisqu’elles sont constantes et égales a 0 a partir du
rang 1.
Sia+b €]0; 1], nl_l)riloo o, = 0 donc les suites des coefficients des matrices u,, convergent
toutes vers 0.
Sia+b =0 alors « est la suite constante égale a 1 donc u est la suite constante égale a uq.
Donc les suites des coefficients des matrices u,, convergent toutes puisqu’elles sont
constantes.
Enfin, si a + b < 0, lim «, = +o0o et les suites des coefficients des matrices wu,

n—-+0o00
divergent toutes (4 moins que a = 0 ou que b = 0).



Quatrieme partie

DS
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Sommes finies, systemes d’équations, nombres

complexes

[’'usage d’'une calculatrice est interdit.

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une part
il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
ratsonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies. En particulier,
les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte.

Ly

Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Cours

1) Donner la définition d’une application injective puis la traduction symbolique de cette dé-

finition.

2) Soit z € C.

Donner |z|, Re (z) et Zm (z) a l'aide de z et Z uniquement.
Exercices

Exercice 1.

Donner la forme algébrique et la forme trigonométrique des nombres complexes ci-

dessous : /3
54 4v/3
A= +Z. B=_——"*Y" C:(—1+i)36
3—2 —3+iV3
Exercice 2.

Résoudre le systeme suivant d’inconnues complexes u, v, w :

w o+ v+ w = —1
Si:s u + w + w =0

u + v 4+ w

Exercice 3.

Résoudre le systeme suivant d’inconnues (z;y; 2) € R? et de parametre a € R.
On mettra le plus grand soin dans l’exactitude des raisonnements, notamment on
fera clairement apparaitre la (ou les) valeur(s) particuliére(s) du paramétre condui-
sant a des cas singuliers.

ar + 2y + 3z = 1
Se:d x4+ (I+ay + 3z =1
r + 2y + 2a+1)z = a



Exercice 4.

I - J

Soit f la fonction défini 1
oit f la fonction définie par f {x — In(l+2)+In(l — )

—_

Donner ’ensemble de définition I de f.

Etudier f sur son ensemble de définition et construire son tableau de variations.

w N

)
)
) Comment doit-on choisir U'intervalle J pour que f soit surjective ?
)

Soit y € J.
Résoudre I'équation f(z) =y.

I

5) Tracer une représentation graphique rapide de f sur le repere fourni en annexe.
Applications numériques : on pourra utiliser In(2) ~ 0,7, In(3) =~ 1,1, In(5) ~ 1,6 et
In(7) ~ 1, 95.

Exercice 5.

Pour tout entier naturel n et tout entier naturel p > n, on définit les sommes suivantes :

Sk £ k\ s
Sop = . Tp:;sky,, U= > | ]2

k=n 1<j<k<n J

Le but de cet exercice est de les simplifier.

1) Recopier et compléter le triangle de Pascal ci-contre :

HHHHHHHHHHH‘
—

1

2) A Taide du triangle de Pascal de la question précédente, expliciter chacun des termes

des sommes ci-dessous, puis calculer leur valeur :
So,3 S13 Sa3 S33 T3 Us

) )

3) Justifier que, pour tout entier k strictement positif et pour tout entier n € [0;k — 1],

() )G)

1
4) En utilisant la question précédente, montrer que S, , = ( pt )

on a :

n+1

5) En déduire une expression simplifiée, pour p € IN, de T,,.

6) Quelle est la somme de toutes les cases du triangle de Pascal rempli a la question 1) ?
Indication : en réfléchissant bien, on peut répondre a cette question sans avoir a effectuer
vraiment cette somme...

7) Simplifier U,,.

(On attend ici une expression ne faisant plus intervenir le signe Z)



Prénom : ... . . .

Ezxercice 4 - ANNEXE

-0.2 4

—0.6 4

—0.8 1

: H H . H H H H H
0.50 0.75 1.00

-1.0 - - T
-1.00 -0.75
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Correction DS n°1

Exercice 1.

Formes algébriques :
5+i  (5+4)(3+2i) 15—2+ 13

A= - — 14
3_ 9 32 4 92 13 T
4 AV3(=3 —iv/3)  —123 — 12i

o WE_ W3 B i o
—344V3 943 12

C=(-1+0)%=((-1+ i)2)18 — (—20)'8 = 218 x (2)° = 218
Formes trigonométriques :

_ 1 ) _ 2 A i
A—ﬂx(%+ﬁ)—\/éx(7+ ) = Ve
B = 2(# —FZ%) = 26_56m
C = _218 — 218 % (_1) — 218€i7r

Exercice 2.

w 4+ v 4+ w = -1
ST & {u + w + w = 0
u + v 4+ w =1
20 + 1—-dw = -1 Ly + Ly — 1L,
& {u + w + w =0
(I—-dv + —NHw =1 Ly < L3 — Lo
(3—1)v =0 Ly« L+ L3
& {u + w + w =0
(I—-dv + (—NHw =1
v = 0
& 1w = —w=113%
w = ==

Finalement, ce systeme possede une unique solution (u;v;w) qui est

1+i  —1—i
(uﬂv7w) ( 2 Y ) 2 )



S2

Exercice 3.

ar + 2y + 3z =1
& r + (I4+a)y + 3z =1
r 4+ 2y + 2a+1)z = a
2-a—a¥)y + (3-3a)z = 1—a Ly« L —al,
& r + (14+a)y + 3z =1
(1—a)y + (2a—2)z = a—1 Ly < L3 — Lo
2—a—a’)y + (3—3a)z = 1-a
& r + (14+a)y + 3z =1
(7T —5a — 2a®)y = a—1 L3+ 3L3+ 2L,

A ce point de la résolution, il faut distinguer des cas suivant que 7 — 5a — 2a? est nul ou non.

A =25+56=81
5+9 7

5—-9
e N e
, -7
oSl&;zé?eta#l:
1
f 2+ay + 32 = 1 L —L
—a
Sy & {x + (1+ay + 3z = 1
B a—1 -1
\ Y  T—5a—2a> T+ 2a
( 2+a 3a+9
3z = 1+ =
T+2a 7+2a
o 14 1+a 3a+9 -1
€T = —_ —=
7Jf2a 7T+2a 74 2a
\ Y - :7+2a

=7
Il y a donc une unique solution si a € R\ {7, 1} et cette solution est

( ) (—1 —1 3+a)
Ty 2) = : :
s T+2a' 7+ 2a 7+ 2a
. —7 . o
e Sia= TR alors le systeme se réécrit :
Ty ot 5 =3
r — gy + 3z =1
-9
0 = —

. ) —7
qui n’a aucune solution. Donc, si a = 5 S =0.

e Si a =1, alors le systeme se réécrit :

0 =0
r 4+ 2y + 3z =1 &r+2y+32=1
0 =0

L’ensemble des solutions est donc

8:{(3:;3/;2) E]R3,a::—2y—3z+1}:{(1—2y—3z;y;z),y€R,z€R}



Exercice 4.

1 > 0

1) f(z) est définie si et seulement si e :
l—2 > 0

Donc I'ensemble de définition de f est [ =] — 1;1].

2) f est continue et dérivable sur [ et Vo € I :

1 —1 —2x
/ = = .
f'(@) 1+x+1—x 1— 22
Or pour z € I, 2? < 1, donc f’(z) est du signe de —2x.
Valeurs de z -1 0 1
Signe de f'(z) | || + 0 - [

Variations de f | |- . 0 ¢ _ool

3) f est continue sur son ensemble de définition.
Donc, d’apres le théoreme de la bijection continue et le tableau de variations de la question

précédente, pour que f soit surjective il faut choisir

J =] — o0; 0]

4) Soit y € J.
fe)=yeh(l-2)=ysl-2’=c!r==+ 11— ev
L’équation f(x) = y possede donc deux solutions dans le cas général, sauf pour y = 0, pour

laquelle x = 0 est solution unique.

5)

0.0

-0.2

Y \

-1.0 T T T T
-1.00 -0.75 —0.50 —-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00




2)

4)

Exercice 5.

1]

1] 1

171211

11313

11416 4 1

115 |10 10 5 1

116 |15] 20 | 15

117121 35| 35 | 21 7

11828 | 56 | 70 | 56 | 28 8
119136 84 | 126|126 | 84 | 36 | 9 | 1
1110 ]45] 120|210 | 252 | 210 | 120 | 45 | 10 | 1
Soz=1+1+1+1=4
31’3:1+2+3:6

5273:14—3:4

5373:1

T3=4+6+4+1=15
U =2'4+2x 22 +1x 22 4+3x22+3x2+1x22=70

La formule de Pascal s’écrit, pour N € N* et K € [O; N — 1] :

) ) ()

En posant N = k et K = n, on a donc, pour tout entier k strictement positif et pour

tout entier n € [0;k — 1] :
Y ((k+1) [ &
n | \n+l n+1

Simplifions S, ;, :

0

-5 ()05

) par télescopage
B p+1
n+1

5) Simplifions 7}, :



-2

i
1
= ( pf ) en effectuant le changement d’indice j =k + 1
= J
7j=1
p+1
p+1
=\ J
= ortl _ 1

6) La somme de toutes les cases du triangle de Pascal rempli a la question 1) est égale, par
définition de T3, a Ty.
Elle vaut donc Tjy = 2! — 1 = 2047.

7) Simplifions U,,.

U, = Z (k)Qk

_ Z4k ok
k=1 . .
_ 4>(1—4 —2><1_2
A4 1-2
_ 4(4 —1)_2n+1+2
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Nombres complexes, fonctions de référence, intégrales

L’usage d'une calculatrice est interdit.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une part
il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. En particulier,
les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte.

Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Exercices

Exercice 1.

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z complexe :
(B1): 22+ (1—-3i)z—4—-3i=0

(Ey) : 2° +2i2* — 32 =0

(B3): (z—0)* =1

Exercice 2.

1) Etant donnés deux réels a et b, donner la formule de linarisation de cos(a) cos(b).

2) Soit n un entier naturel et x un réel.

Montrer que

cos((n +2)z) = 2cos(x) cos((n + 1)x) — cos(nz)

3) Soit x un réel.

Exprimer cos(2x) en fonction de cos(x) uniquement.
4) En n'utilisant que les deux questions précédentes :

a) Exprimer cos(3z) en fonction de cos(x) uniquement.

b) Exprimer cos(4x) en fonction de cos(z) uniquement.

Exercice 3.
Fonction W de Lambert

Soit f la fonction définie par

R = R
|z = zet

1) Etudier f et construire son tableau de variations.



6)
7)

Montrer que f est une bijection de [—1; +oo[ sur un intervalle J a préciser.
Conformément au résultat de cette question, on note W = f~! la bijection réciproque de la
fonction f.

Notamment, W est définie sur J et a valeurs dans [—1; +oo.

Soit x € J. Que vaut W (z)eV (@ ?
—1

Montrer que W est dérivable sur ]—; +oo[ et que
e

1
x + eV

En effectuant une intégration par partie, montrer qu'une primitive de f est

F(z) = Jm te'dt = (x —1)e”

Vz € ]_—1, +oo[,W’(:p) =

e

Donner une expression (sans signe f ) de G(z) = J t2eldt.

En effectuant le changement de variable u = f(t) (c’est-a-dire t = W (u)...), montrer que

Va € J,J W(u)du = 2W(z) — z 4 V'@

Extrait de Wikipedia : Jean-Henri Lambert (1728-1777) est un mathématicien et philosophe.

Il s’est illustré en mathématiques pures (il a démontré que le nombre w est irrationnel) et en

mathématiques appliquées.

)

Exercice 4.

En étudiant la fonction f : 2z € R’ + Arctan(z) 4 Arctan (%), montrer que

1
Vo e ]Ri,Arctan(;) = g — Arctan(x)

Soient p et ¢ deux entiers tels que 0 < p < q.

2)

3)

n

Montrer que 0 < a-p < 1.
P+q

Soit A = Arctan (g) + Arctan (u).

ptq
T
Montrer que A € ]O; 5[

Calculer la valeur de A.

Remarque : on montrera notamment que la valeur de A ne dépend pas de p et de q.
Rappeler la formule donnant tan(2x) en fonction de tan(x) lorsque tan(2z) et tan(x) sont
définis.

Calculer 4 Arctan (%)

Formule de Machin :

Déduire des question précédentes que

1 1
% = 4Arctan(g) — Arctan(@)

Extrait de Wikipedia : John Machin est un mathématicien anglais connu principalement pour

avoir calculé, en 1706, 100 décimales du nombre w grace a la formule qui porte son nom.
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Correction DS n°2

Exercice 1.

(By): 22+ (1—-3i)z2—4—-3i=0
A=(1-30)%+4(4+3i)=8+6i
Cherchons § = x + iy tel que A = §2.
22— A 22—y = 8 202 = 18
{\5|2 N <1 22y = 6 <4 2zy = 6>0

224y = V462=10 297 = 2
Par exemple, § = 3 + i.

Les solutions de (FE;) sont donc :

 —1+43i+3+34 . ~1+3i—3—i

z = =142 et 2z9= =—2+1

2 2
(By) : 2° +2i2* — 32 =0
0 est racine évidente :-)
(Fy) & 2 (22 +2iz—3)=0
A= (202 +4x3=8=2v2)
Les solutions de I’équation sont donc
Sy = {0; —i + V2, —i —V/2}

(B3): (z—0)* =1
z est solution de (FE3) si et seulement si z — 7 est une racine quatriéme de I'unité.
Donc les solutions de (F3) sont les complexes z vérifiant :

. 2ikm N

z—i=e 1 ,ouk e [0;3].

Cest-a-dire z=i+1louz=1+i=2iouz=i—1louz=1—1=0.

S3={0;2i;1+4;,—1 44}

Exercice 2.

cos(a + b) + cos(a — b)

2
2) Soit n un entier naturel et x un réel.

1) cos(a) cos(b) =

Posons a = (n+ 1)z et b = x.
cos ((n + 2)z) + cos(nz)
5 :

cos((n + 1)z) cos(z) =
Donc
cos((n +2)z) = 2 cos(z) cos((n + 1)x) — cos(nx)



3) Soit x un réel.

cos(2x) = 2 cos?(x) — 1

4) En n'utilisant que les deux questions précédentes :

a) cos(3z) = cos((1 + 2)z) = 2 cos(z) cos(2x) — cos(z) = 2 cos(x)(2 cos?(z) — 1) — cos(x)
Donc cos(3x) = 4 cos®(x) — 3 cos(x).

b) Par exemple :
cos(4z) = cos(2x 2z) = 2cos?(2z) —1 = 2 (2cos?(z) — 1)° =1 = 8 cos’ (z) — 8 cos?(z) + 1.

Exercice 3.

1) f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R et

2)

6)

7)

Ve e R, f'(x) =" +xe” = (x + 1)e”.
fl(xr)>0< z+1>0< x> —1 puisque exp > 0.

Enfin, lim f(z) = 0 par croissances comparées.
T—r—00
Valeurs de x —00 -1 +00

—1
Variations de f | 0 Ny — St 4oo

f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [—1; 400[ donc, d’apres le théoreme
-1

de la bijection continue, f est une bijection de [—1; 400 sur J = [—; +m[.
e

Conformément au résultat de cette question, on note W = f~! la bijection réciproque de la

fonction f.

Notamment, W est définie sur J et a valeurs dans [—1; +o0.
Soit x € J.
W(x)e®@) = f(W(z)) = x par définition de W, bijection réciproque de f.

Utilisons maintenant le théoreme de la bijection dérivable : f étant dérivable sur [—1; 400,
W est elle-méme dérivable en tout réel x € J tel que f'(W(x)) # 0.

Or f'(W(z)) = (W(z) +1)e"® = W(z)eW @ 4 W) = g 4 V@),

Donc f'(W(x)) # 0 si et seulement si W (z) # —1, ce qui équivaut a = # f(—1) = —.

—1
Finalement, W est dérivable sur :|—; +oo[ et
e
-1 1
Ve € |—; Wi(x) = ———
Y ] e 7+OO|:7 (SL’) 4+ W (@)

Soit « un réel.

F(z) = thetdt = [te']* — Jx eldt = ze® — [¢']" = (x — 1),

G(z) = J t?e'dt = [t%e']" — f 2eldt = a?e” — 2F (x) = (2° — 2z + 2) "

Soit « € J.

T

On va faire le changement de variable v = f(t) dans I'intégrale Q(z) = J W (u)du.

w = f(t) donc du = f'(¢t)dt = (t + 1)e'dt. Enfin, comme x € J, on peut affirmer que
t =Wi(u).



Qz) = J W(u)du = J t(t+ 1)efdt = J te! + t2eldt = F(W(z)) + G(W (x)).
Donc

Qz) = (W(z)2 =W(z)+1)e"® = W(z) x W(x)eW® — W (x)eW@ + V@),
Cest-a-dire Q(x) = 2W(z) — 2 + V@),

Finalement

Ve e J,Qz) = J W(uw)du = 2W (z) — z + V@

Exercice 4.

1) Etudions f : z € R’ +— Arctan(x) 4 Arctan (%) qui est dérivable sur RY comme composée

de fonctions dérivables. . .

! xTr) = X = — =
J'() l+a22 22 1+ 1+a22 22+1
Or R =]0; +00[ est un intervalle, f’ est nulle sur cet intervalle, donc f est une fonction

0

constante.
De plus, f(1) = Arctan(1) + Arctan(1) = 2 X

Donc

m
2
g — Arctan(x)

8=
N—— NS

Vo e RY, Arctan(

Soient p et ¢ deux entiers tels que 0 < p < q.

2) ¢ > pdonc g —p >0 et p et g étant strictement positifs, p + ¢ > 0.

1P

Donc

q
Concernant I'inégalité de droite,
q;er <l&qg—p<p+qg& —p < pquiest vraie puisque p > 0.
pTq
On a donc bien 0 < a-p < 1.
p+q

3) Soit A = Arctan (g) + Arctan (ﬁ).

0<p<gqgdonc0< b < 1. Comme Arctan est strictement croissante sur R, on a donc
q

0 < Arctan (]—9) < T
q 4

De méeme, en utilisant la question précédente,

O<Arctan(q_p) < T
P+q 4

Finalement, en faisant la somme de ces deux encadrements, on a bien

T
0< A< —
2

tan(u) + tan(v)

4) Calculons tan(A) en utilisant la formule d’addition tan(u + v) = T~ tan(u) tan(v) ;
— tan(u) tan(v

B 4P P> 4+pa+q*—pg
9  ptq p(p+q)
tan(4) = Py 2=P  ¢*+pg—pg+p?’
1 — B2y &P ®+pg—pg+p
qa  pta p(p+q)



Donc tan(A4) = 1.

Donc A = %[TF] Comme d’apres la question précédente A € ]O; g[, on peut donc affirmer
que
A==r
4

notamment que A est indépendant de la valeur de p et de q.

Lorsque tan(2z) et tan(z) sont définis, on a :
2 tan(z)
tan(27) = ———"—
1 — tan®(x)
Soit B = 2 Arctan (%) et C' = 2B. 1l s’agit de calculer la valeur de C.

T
Commencons par remarquer que 0 < = < ldonc 0 < B < 5 par stricte croissance de

Arctan. .
2xs 2 25 5
De plus tan(B) = ? =—-X_—=—.
l—5% 5 24 12
Remarquons a nouveau que tan(B) < 1. On peut donc préciser l'intervalle contenant B :

T
0< B<—.
4

T
Par conséquent 0 < C' < 3

2 tan(B 10
tan(C) = tan(B) = 12

~ 1—tan%*(B) 1-— 2

5 y 144 120
6 119 119

120
Comme de plus 0 < C' < g, on peut donc affirmer que C' = Arctan (1—19) Finalement, on

1 120
4 Arctan (g) = Arctan (1—19)

Posons p = 119 et ¢ = 120 dans le résultat de la question 4.
s

On a alors Arctan (g) + Arctan (L) = —.

a donc

120 239 4

119 120
En utilisant par ailleurs la question 1, on a aussi Arctan (HO) + Arctan (1—19) = g

Enfin, d’apres la question précédente,

12 11
4Arctan(%) = Arctan(l—lg) = g — Arctan(ﬁg),

c’est-a-dire :
T om

1
4Arctan(%) = 571 + Arctan(@).

En réorganisant cette derniere identité, on obtient bien la formule de Machin :

T_ 4 Arctan (l) — Arctan (L)
4 5 239
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DL, intégrales, suites, calcul matriciel

L’usage d'une calculatrice est interdit.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une part
il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. En particulier,
les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte.

Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Exercices

Exercice 1.

1
Soita € Ret A= 1
a

— = Q

1
a
a

1) Calculer, en fonction de a, la matrice A~! lorsqu’elle existe.
On prendra notamment soin de préciser les valeurs de a pour lesquelles la
matrice n’est pas inversible.

r + ay + z = 2a
2) Résoudre le systtme { = + y + az = 3 —a dinconnues (z;y;2) € R
ar + y 4+ az = a+1

Exercice 2.

Le but de cet exercice est de donner 'expression des coefficients des développements limités de
Arcsin et de Arccos en 0 a l'ordre 2n + 1.

1) Rappeler l'expression, pour o € R et k € IN, de ( Z )

2) Calculer(%),(%),(%)et(%).
0 1 2 3

5 2k)!
3) Montrer que pour tout k& € IN, ( z ) — <_1>k4§€(k?)2'
4) Donner 'expression du développement limité de - & ordre n en 0.
+u

5) Donner I'expression du développement limité de Arcsin(z) a l'ordre 2n + 1 en 0.

6) Donner I'expression du développement limité de Arccos(z) a l'ordre 2n + 1 en 0.



Exercice 3.

Uo = 1
Soit x un réel quelconque et u la suite réelle définie par { wu; = x
Upy2 = 2TUpy1 — Up

1) Dans cette question, on suppose que x = 1. Donner u,, en fonction de n € IN.

|—

2) Dans cette question, on suppose que x =

s
n¥).

3) Dans cette question, on suppose que z = 2.

NN

Montrer que pour tout entier n, u,, = cos

a) Exprimer u, en fonction de n € IN.
|2+ V3)"]+1

2
¢) Montrer que pour tout entier n, 3 est un diviseur de u,, — 2.

b) Montrer que pour tout entier n, u, =

4) Dans cette question, x est un réel quelconque.

Exprimer u,, en fonction de n € IN et x € R.

Exercice 4.

1

l,n

Soit I, = f ] >dz définie pour tout entier naturel n.
o 1T

1) Calculer Iy, I; et Is.
1
2) Montrer que pour tout entier n € N, Y =1, + 1o
n

3) En déduire que pour tout n € IN,

T oo (—DF
—1)" 1y, .
(=0 1" 4ok

In(2) < (=1)F
1" =
(—1)"Iop i1 5 + ok

k=1
xn—i—l "

n

4) Montrer que pour tout x € |0; 1| et pour tout n € IN, 0 < < x
) que p [0;1] et p ST ST S

5) En déduire que la suite (I,,), .y est décroissante, positive et qu’elle converge vers une limite

que l'on précisera.

n -1 k+1
6) Montrer que nl_1)r}rloo 2. (Qk—)—l — %
(-1

7) Calculer lim

n—-400
k=1
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Correction DS n°3

Exercice 1.
1 a1 =« 1 a 1 T
1 1 a vy > 0O 1—a a—1 y—=x Lo +— Ly—1,4
N al a z 0 1—a®> 0 z—axr ) Ly + L3—aly
1 a 1 T
> 0 1—a a-1 Yy—x
0 0 1 —a? x—(l‘i‘a)y‘i‘z L3 — L3—(1+CL)L2
Discussion :

esia#1etas#—1,onadonc:

1 a 1 T
1 a1 x _
01 —1 Ly
L'lay | ~ 1—a
—(14+a)y+=z
a 1 a =z 0 0 1 X (
\ e—{i+a
r—(1+a)y+=z
(1 a 0 T — 2
4y r—(1+ay+=z
~ 010
L l—a +(1 )1—a2
r—(l+a)y+=z
\ 0 01 —
Orx_x—(1+a)y+z_(1—a2)x—x+(1+a)y—z_—a2x+(1+a)y—z
1 —a? B 1—a? B 1 —a?
ot —x+y+x—(1+a)y—|—z_—(1+a)x+(1+a)y+:c—(1+a)y+z_—ax+z
D l—a 1 —a? B 1 —a? 1—a?
onc
(1 0 —a*r+ (1+a)y—z
1l al =z ¢ 1 — a2
1 1 01 0 -tz
@y L 1 —a?
a l a =z 00 1 r—(1+a)y+z
\ 1 —a?
(1 0 0 —a2:c—|—(1+a)y—z_a—a:c—|—z
1 —a? N 1 —a?
—axr + z
P T-a
00 1 r—(14+ay+z
\ 1—a?
—d’r+(1+a)y—=z —ar+z  —d’z+(1+a)y—z+ad’c—az
1—a? T 1—a 1—aq?
Enfin, (1+a)y—(1+a)z

1—a?
Donc




1 al x L oo 1—a?
Llay ]| ~]010 ff:j
a1l a z 00 1 r—(14+a)y+z
1—a?
La matrice A est donc inversible et
l+a —-1-—a 1 -1
Oa 1—a? 1—1a2 Oa l—a 1-a
AT = 1—a? 0 1—a? T 1= 0 1—a?
1 —1—a 1 1 -1 1
1—a? 1—a%2 1-—a? 1—a? 1—a 1-—a?
esia=1:
1 a1l x 1 11 T
11 a vy > 000 Yy—x
a 1l a =z 000 xz—-2y+=2
et la matrice A n’est donc pas inversible.
e Enfin, sia=—1:
1 a1l x 1 -1 1 T
1 1 a vy v 0 2 -2 y—=x
a 1 a z 0 0 0 x4z
et la matrice A n’est pas non plus inversible.
r + ay + z = 2a
2) Le systeme r + vy + az = 3—a dinconnues (r;y;2) € R® peut s’écrire :
ar + Yy + az = a+1
T 2a
Al v |=1| 3—a
z a+1
Discussion :

e sia# 1etas# —1, alors la matrice A est inversible et le systeme possede donc une

unique solution qui est

2 —2a 5
2a l1—a
y | = 3—a |=| ——=— |=| ar1
z a+1 a’>+a—2 —a—2

e si a = 1, le systeme se réécrit :
T +y + z = 2
T 4+ Yy + 2z =2 Srtytz=2
r + y 4+ z = 2
Il possede donc une infinité de solutions qui sont :

S={(my;2) eR’x+y+z2=2}={2-y—2zy;2) R’y e R,z € R}

e enfin, si a = —1, le systeme se réécrit :
r — Yy + z = -2
r +y — z = 4

-r +y — 2z = 0



En faisant I'opération L, <— Ly + L3, on obtient donc le systeme équivalent

0 = =2
r + y — z = 4 quiestincompatible.
-r +y — z = 0

Il n’y a donc pas de solution.

Exercice 2.

1) Soient o € R et k € IN : par définition,
k—1

&):a(a_l)...(a—k+1) !—!(a_])

1x2x%x..xk k!

-1
) % |=1
—1
et
1 2
_ —1 —3
S \_32%x% _3
2 2 g
F\_3X3XF_ 5
3 6 16
M

Initialisation : pour k = 0, (—1)k4k(k!j2

-1
Hérédité : supposons que pour k entier donné, ( ) = (—1)k

1)

-1 , 2
2 _ J=0
(k+1) (k+1)!

m :

2k —(2k+1

= U 2D
CA

P2 " 2(k+ 1) % 2k + 1)

= (-

= (-

4k+1((/{;—l— 1)!)2
Conclusion : la propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc

= 2k)!
pourtoutk}E]N,( 2 ):(—l)k( )

i 4R (k12

1 — —-1/2 __ 9 _1\k (2k)' uk o (u"
\/H—u_(1+u) /_;)( D Ak (K1)? 9 ()

4)



1
5) Arcsin’(z) = ———— pour tout €] —1; 1] donc en posant u = —2? dans le développement
) (z) Nk ] [ p pp

limité précédent, et en remarquant que Arcsin(0) =0, on a :

. = (Qk)' 2k+1 2n+1
Arcsin(z) = kzo: IEEIECTES TR G

)

7
6) De méme qu’a la question précédente, en remarquant que Arccos(0) = 5

- 2k)!
Arccos(x) = il —Z 7 (2K) 22 (:L_Qn—i—l)

12 x
2 AR(RD)?(2k 4+ 1) —0
Exercice 3.
U =1
1) x =1 donc u est la suite définie par { wu, =1
Un+2 = 2un+1 — Up

Equation caractéristique : 22 — 2z +1 = (2 —1)2 =0
Donc Vn € N, u, = An + B, ou (4; B) € R%.

On utilise les valeurs de ug et u; pour identifier A et B :
up=1=B=letuy=1=A+B=1=A=0.
Donc Vn € N, u,, = 1.

Ug =1
2) x = 3 donc u est la suite définie par { wu, = %
Upy2 = Uptl — Up
2 . L . . 1+:4V/3 -
Equation caractéristique : 2> — z + 1 = 0 qui a deux solutions z, = 2\/_ = ¢e's et
2o = €713,

Donc Vn € IN, u,, = Acos (n%) + Bsin (n%), ol (A; B) € R2.

A nouveau, on utilise les conditions initiales pour identifier A et B :

A =1 N A =1
Acos(Z)+ Bsin(%) = 1 B =0
Donc Vn € IN, u,, = cos (n%)

Ug = 1
3) x =2 donc u est la suite définie par { wu, = 2
Uny+2 = 4un+1 — Up

a) Equation caractéristique : 22 —4z+1 = 0 qui a deux solutions z; = 24++v/3 et 2o = 2—/3.
Donc ¥n € N, u, = A(2+V3)" + B(2—+/3)" ot (4;B) € R,
En utilisant les valeurs de ug et u; on obtient donc le systeme suivant vérifié par A et
B

:4+B =1 A+ B = 1
A+V3)+B(2-V3) = 2 B(2-Vv3-2-V3) = 2-2-3
S

(2+v3)" +(2- \/3)".

Donc Vn € N, u,, = 5



b) 0<2— v/3 < 1, donc pour tout entier n, 0 < (2 — \/g)n < 1.
Donc pour tout entier n, on a (2 + \/g)n < (2 + \/g)n + (2 — \/g)n < (2 + \/g)n +1
Orug € Z,uy € Z, et upo = 4,1 —u, donc par une récurrence immédiate, Vn € N, u,,
est entier.
Comme par ailleurs 2u,, = (2 + \/g)n + (2 — \/g)n, on en déduit que p = (2 + \/g)n +
(2 — \/g)n est aussi entier quelle que soit la valeur de n € IN.
Donc le réel z = (2 + \/g)n vérifie z < p < x + 1, c’est-a-dire que p = |z + 1].
(2+Vv3) +(2-v3)" [2+v3)"|+1
2 B 2
c) En développant l'expression de w, grace au binome de Newton, on obtient pour tout

Donc pour tout entier n positif, u,, =

entier positif n :

Zn: ( Z ) (\/§k + (—ﬁ)k) o=k

k=0
Uy =
. 2
k=0 k
k pair

= car pour k impair \/gk + (—\/g)k =0

2
5]
— 3n2k
2 )

Donc u, =2"+3 Z ( ok ) 3F19m=2k ot par conséquent 3 divise u,, — 2.

w3

k=
Uo = 1
4) Soit z € R et u définie par { wu, = x
Unp4+2 = 2xun-{—l — Up

Equation caractéristique : 22 — 2z2+1 =0
Discriminant : A = 422 — 4 = 4(2® — 1).
Le discriminant est strictement positif si et seulement si 22 > 1 & z €] — oo; —1[U]1; +o0].
On a donc trois cas :
e v €] —o0;—1[U]1l;+00[, dout A > 0. L’équation caractéristique a deux racines réelles

distinctes

2 2va? —1
2 = T 2:1: =r+Vr2—Tletz=x—+22 -1

Donc il existe (4; B) € R? tel que pour tout entier positif n, u, = Az + Bzl
A+ B =1 .
Or ug =1 et u; = x donc { dont on déduit

Alx+vV2?—=1)+Bx—va2—-1) = =z

1
que A=B = 3 En résumé,

(x+m)n+(x— xQ—l)n

Vn € N,u, =
n u B

e Sizx=—-1ouz=1,douA =0. L’équation caractéristique possede une unique racine
2x
réelle zy = - = donc il existe (A4; B) € R? tel que pour tout n € N, u,, = Az"+ Bna".

A =1
Or ug =1 et u; = x donc dont on déduit que A =1et B=0. En
Ar+ Br = =x



résumeé,

Vn € N,u, = 2" = (£1)"

e Siz €] —1;1], dou A < 0. L’équation caractéristique possede deux racines complexes

conjuguées distinctes
n=x+1 /1= 12 = eiArccos(J}) et 2o = e—iArccos(x).

Donc il existe (A; B) € R? tel que pour tout entier positif n, u,, = A cos(n Arccos(z)) +

Bsin(n Arccos(x)).

0 1 et d A =1
r ug = 1 et u; = x donc
0 ! Arx+ BV1—22 = 2

B = 0. En résumé,

Vn € N, u,, = cos(n Arccos(x))

dont on déduit que A = 1 et

Exercice 4.
(! T
1) [OIJO 1+x2 1+x2dx:Arctan(1)—Arctan(O):Z

. S _1 2r . In(1+12)—In(1+0?) In(2)
) Tha? 2 1+$2x_ 2 2

T 1—1 4
e | g [ Bl g AT

Jo 1+22 0 1+x2

2) Pour tout n € IN :

I, + [n+2 =

e
—_
+
8

[\

e
—_
+
8
[N}

xn—i—l 1
B [n1+ 1]0
n-+1

3) Par récurrence sur n € IN :

Initialisation :
(—1)f = I — 71' tﬂ+zol(—1)k_7r
R R E L B
) n(2) In(2 O (—1)kF In(2
De méme, (—1)°Iyxoy1 = ) = ; ) et ; ) +k21: ( 2/{;) = ; )
Hérédité -
Supposons que pour n € IN donné, on ait
L e G Vi
—1)"1. = —
(1) Lo 4+zbk—1
n(2) <~ (="
—1)"I. =
(=1)"Izp41 5 ok

k=1
Alors



(_1)n+1[2(n+1) — (_1 n+1

(—1)n+112(n+1)+1 = (_1)n+112n+3

1
= (=1)"*! ( - IQnH) d’apres la question 2)

AL

(=" In@) < (=D
2n+1) 2 +2 2k
)

DO
S

+
[\

d’apres I’hyp. de récurrence

Conclusion :
La propriété est initialisée pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang, donc pour tout
n €N,

N o oo (1)
(=1)"fn = Z+;2k—1

N In(2) << (=1)F
(=1)"Iypyq = 5 +kZ:1: ok

Soit n € N et z € [0; 1].

n

x

o ) <
Sl o -

dénominateur strictement positif.

n+1 " n
e 0<2z<1=0¢K car
ST T l4a? T 14a? 1+ a2
e 1+ 22 > 1 et la fonction inverse est décroissante sur R? , donc
1 "
< 1 dont on déduit que —— < 2" car 2™ > 0.
1422 > ey +a2? -

Donc pour tout entier positif n et tout = € [0;1], on a

car le membre droit est un quotient dont le numérateur est positif et le

> 0 d’apres le point précédent.

n+1 n

< v < v
x
S22 T 142

0

En intégrant I'encadrement de la question précédente, valable pour tout x € [0; 1], sur le

segment [0; 1], on obtient, pour tout entier positif n :

1 1 T 1
x x N
Odz < ——dz < dr < x"dx
0 , 1+a? , 1+a? 0

d’ou, pour tout entier positif n,
1
0<[n+1<[n<n—+1-
La suite (I,,),,cpy est donc décroissante, positive, donc convergente, et en utilisant le théoreme

des gendarmes appliqué a I'inégalité précédente, on a

lim I, =0

n—-+00



6) D’apres la question 3) : pour tout entier positif n,

Zn: (-D* = (=1)"1y, — T donc Zn: ()™ = —(=1)"Iz, + g

2k —1 4 2k —1 4
Or d’apres la question précédente, lilf 15, = 0 donc
n—-+0oo

n -1 k+1
lim (1)

__W
n——+0o00 2k —1 __4
k=1

7) De méme, d’apres la question 3) : pour tout entier positif n,

Z (_21l€> = (=1)"Iop41 — @ donc Z (_1]2 . =—2(—1)"Iop+1 + 2@

k=1 k=1
Or d’apres la question précédente, nglfoo 15,11 = 0 donc

n -1 k+1
lim (1)

n—-4o0o k}

= In(2)
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Espaces vectoriels, continuité, polynomes, calcul

matriciel

L’usage d'une calculatrice est interdit.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une part
il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
ratsonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies. En particulier,
les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte.

Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Cours
1) Soit n un entier naturel et f une fonction de classe C"(R).
Enoncer la formule de Taylor-Young pour f a l'ordre n au voisinage de 0.
2) Résoudre I'équation (E): 22 — (3+2i)z2+5+5=0
Remarque : on pourra utiliser le fait que /289 = 17.
Exercices

Exercice 1.

1 2

Soit A= 4 5
2 3

e

A est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

Exercice 2.

SOlt P1:1,P2:X+3, P3:(X+3)2 et P4:(X+3)3
Montrer que R3[X]| = Vect (Py; Py; Ps; Py).

Exercice 3.
Soit f la fonction définie par f(x) = Va2 —z — 1.
1) Donner I'ensemble de définition Dy de f.
2) Etudier les variations de f.

3) Montrer que la représentation graphique C; possede deux asymptotes obliques dont on

donnera une équation.
4) Donner la position de Cy relativement a chacune de ses asymptotes.

5) Donner une ébauche grossiere de Cy.

On ne demande pas de calculs approchés de valeurs particulieres de f(x). En revanche, on



fera apparaitre les asymptotes obliques obtenues aux questions précédentes et les tangentes

verticales a Cy s’il y en a.

Exercice 4.

Soit B, = (X —2)" + (X —1)" — 1 € R[X] ot n € N*,
1) Montrer que P, est divisible par (X — 1) et par (X — 2).

On note ()7 et (Y les quotients.
2) Montrer que P, est divisible par (X — 1)(X — 2) et que le quotient vaut Q2 — Q1.
Q—Qr = (X =22 (X -2)" 34+ —(X-2)+1)
3) Montrer que ) 5
+(X =124+ (X -1+ . +(X-1)+1)

Exercice 5.

Soit E l'espace vectoriel des fonctions de R dans R : autrement dit £ = F(R).
Soit F' le sous-ensemble des fonctions de E qui sont paires.

Soit G le sous-ensemble des fonctions de E qui sont impaires.
1) Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
2) Montrer que la seule fonction de E a la fois paire et impaire est la fonction nulle.

3) Montrer par analyse/synthese que quelle que soit la fonction f € E, il existe une fonction
P; € F et une fonction Iy € G telles que f = Py + Iy.

4) Déduire des deux questions précédentes que F = F' & G.

5) Applications numériques : expliciter les fonctions Py et Iy de la question 3) pour

a) f=exp;
b) f=x+2—3x+ 52>+ 13,
e.fv
=2+ .
) f=am o

Exercice 6.

Soit f une fonction définie et continue sur R a valeurs dans R.
On suppose de plus qu’il existe un réel a tel que fo f(a) = a.
Le but de cet exercice est de montrer qu'’il existe un réel ¢ tel que f(c) = c.
Dans ce qui suit, a est un réel tel que fo f(a) = a et on note b = f(a).
1) Dans cette question uniquement, on suppose que b > a.
Montrer qu’il existe ¢ €|a; b[ tel que f(c) = c.
2) Dans cette question uniquement, on suppose que b < a.
Montrer qu’il existe ¢ €]b; a[ tel que f(c) = c.
3) Conclure.

Exercice 7.

Soit F' un R-espace vectoriel et v un endomorphisme de F'.
1) Montrer que si u o u est I'application nulle, alors Im(u) C Ker(u).
2) L’implication de la question précédente est-elle une équivalence 7

3) Donner un exemple d’endomorphisme u non nul de R? vérifiant u o u = 0.
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Exercice 1.

Par la méthode du pivot :

1 2 1 =z 1 2 1 €T
2 31 z 0 -1 -1 z-—2x Ly« Ly —214
1 2 1 T
~ 0 -1 -1 z-—2x
L L2HL3
0 -3 -2 y—A4x
1 2 1 T
> 0 -1 -1 z — 2
0 0 1 y—4xr —3z+6x L3 <+ L3 — 3L,
1 20 T —2x —y—+ 3z
y Ll(—Ll—Lg
~ 010 2x—2—-2x—y+ 3z
L LQ(——LQ—Lg
0 0 1 20+ 1y — 3z
1 00 —z-— 3 2y —4
v y+ “t y & L1<—L1—2L2
> 010 —y + 2z
0 0 1 20 + 1y — 3z
Donc A est inversible et son inverse est
-1 1 -1
A= 0 -1 2
1 -3
Exercice 2.

e P, P, P;et P, sont des polynomes de degré inférieur ou égal a 3 donc appartiennent a
R3[X].
Donc, par théoreme du cours, Vect (Py; Ps; P3; Py) est un sous-espace vectoriel de Rz[X].
Donc Vect (Py; Py; Ps; Py) C R3[X].

e Prouvons l'inclusion réciproque : soit P un polynéme de R3[X].

D’apres la formule de Taylor pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 3 :

3
P®)(3 P"(3 P"(3

pP—
k! 2 6

(X =3 =P(3) x P+ P'(3) x P, +

XP3

Donc P € Vect (Py; Po; Ps; Py).
Donc Rg[X] C Vect (Pl, PQ, P3, P4)

e Par double-inclusion, on a donc bien

Rg[X] = Vect, (P17P27P37P4)



1)

5)

Exercice 3.

f(x) est définie si et seulement si 22 —x — 1 > 0.
A=1-4x(~1)=5.
1-V5 1+V5

5

et vy =
5 2

Donc f est définie sur Dy = ]—oo;

Ir =

1—2\/5}U[1+\/5;+oo[.

, 1—+5 1 5
Etudions les variations de f : f est dérivable sur ]—oo; \/_[ U ] i \/_; +oo[ et

20 — 1
fl(z) = S qui est du signe de 2z — 1.

Va2 —x—1
1—\/5 1+\f

1
Or2x—1>0<:>:c>§,et

1
2
Donc f est strictement décroissante sur :| ] et strictement croissante sur [

1
Effectuons un développement asymptotique f au voisinage de +00 en posant h = — — 0.

T x—*oo
1—h—h? 1 —h—h?
Fo) = F(h) = yE T T\ -
h Id
; 1-E-E £y g 08)
Or \/1+u:1+g—%+ oo(uz).Donc f(x) = 7 "20 Distinguons
u—r

les cas © — +oo et @ — —00

e siz— +oo, h— 0" et
1 1 5h 1 5!
f(ﬂf):z—————l—o(h):x—————i- 0 (%)

2 8 h—0 2 8r a—o+o0
Donc la droite d’équation y = z — 3 est asymptote oblique a Cy et, comme . < 0 au
x
voisinage de +o00, Cy est en-dessous de son asymptote au voisinage de +oo0.

e six— —00,h— 0 et

-1 1 b5h 1 5 1
f(l‘)—7+§+§+hgo(h)——l‘+2+8—x+x_>0_00(;). i
Donc la droite d’équation y = —x + 5 est asymptote oblique a Cy et, comme — < 0 au
x

voisinage de —o0o, Cy est en-dessous de son asymptote au voisinage de —oo.

Nous l'avons vu a la question précédente, C; est en-dessous de chacune de ses deux

1
asymptotes, que ce soit celle d’équation y = x — 3 au voisinage de +o0o ou celle d’équation
1
y=-—x+ 3 au voisinage de —oo.

Représentation graphique :
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Exercice 4.

P, est divisible par X — 1 si et seulement P(1) = 0.

Or P(1)=(—1)>"+0"—1=0carn > 0.

De méme, P, est divisible par X — 2 si et seulement P(2) = 0.
Or P2)=0""+1"—1=0carn > 0.

P, est divisible par (X — 1). Notons @; le quotient de P, par (X —1).

On a donc P, = (X — 1)Q;. De plus P,(2) = 0 d’apres la question précédente, donc
(2—1)Q1(2) =0 donc Q1(2) =0 : @ est donc divisible par (X —2).

Notons @ le quotient de la division euclidienne de Q; par (X —2) :

on a donc P, = (X — 1)(X —2)Q.

Donc P, est divisible par (X —1)(X —2).

Le méme raisonnement reste valable en divisant P, d’abord par X — 2, en notant ()5 le
quotient obtenu, puis en divisant ()o par X — 1.

Par unicité du quotient dans la division euclidienne, le quotient de Q)2 par (X — 1) est a
nouveau () puisque cette seconde méthode conduit encore a écrire P, = (X — 1)(X — 2)Q.
Donc (X — 1)Q = Q2 et (X — 2)Q = Q1. En développant, on a donc XQ — Q3 = @ d’une
part, et XQ — @)1 = 2Q) d’autre part.

Par soustraction de ces deux égalités, on obtient () = Q)5 — Q1.

Calculons @ :

Po=(X-2"4+(X-1"—-1=(X-2)""—(=1)+ (X - 1)"

Donc P, = (X =2+ 1) (X =21+ (X —=2)" 2 x (=1) + ... + (=) ) + (X — 1)~
Donc @y = (X —2)"7 1 — (X —2)2 4 -1+ (X —1)"L.

De méme, pour calculer (05 on écrit :

Po=(X-2"+(X-1)"-1=(X-2)""+(X —1)"— 1"

Donc P, = (X —2)" + (X —1-1D(X —1)" '+ (X —=1)" 2 x 1+ ... +1"1).

Donc @y = (X —=2)" '+ (X = 1)" '+ (X —1)" 2+ .. + 1.



1)

Finalement, par soustraction :

Qr—Q1 = (X—=2)2 (X -2)73 4 . —(X—-2)+1)
(X =12+ (X —1)" P+ .+ (X —1)+1)

Exercice 5.

F et GG sont de maniere évidente inclus dans E.

La fonction nulle est a la fois paire et impaire donc appartient a F' et a G.

Enfin, toute combinaison linéaire de fonctions paires est paire. En effet, soit u € F et v € F,
AeRet peR. Alors :

Vo e R, (Au+ pv)(—z) = Au(—z) + pv(—x) = Au(x) + po(z) car u et v sont paires.

Donc Au + pv est elle aussi paire.

On démontre de méme que G est stable par combinaison linéaire.

Donc F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de E.

Soit u une fonction a la fois paire et impaire.
Alors, Vo € R, u(—x) = u(z) car u est paire.

Mais aussi, Vo € R, u(—x) = —u(z) car u est impaire.

Donc Vz € R, u(x) = —u(x) : donc pour tout x réel, 2u(z) = 0.
Donc u est la fonction nulle.

Donc la seule fonction a la fois paire et impaire est la fonction nulle.

Analyse : soit f € E et supposons qu'il existe une fonction Py € F' et une fonction Iy € G
telles que f = Py + I.

Alors, d'une part Vo € R, f(x) = Ps(z) + If(x).

D’autre part, Vo € R, f(—x) = Pf(—z) + I(—x) = Ps(x) — If(x) car Py est paire, et I; est
impaire.

f(@) + (=)
5 :

En sommant ces deux relations, on a donc Vo € R, Py(z) =

Et par soustraction, on obtient Vo € R, I(x) = M
Donc, si Py et I; existent, elles sont uniques et données par les deux relations précédentes.
R - R R - R
Syntheése : soit f € F et notons Py : 4 f(— et [;: _ f(—
AU CE A SR R

Alors :

e P est une fonction paire : en effet, pour tout réel z,

Ploay = LA ICC) DI _p

e [; est une fonction impaire : en effet, pour tout réel z,

PP [ e ) N (R D

o f = P;+ I;. En effet, pour tout réel z,

Pio) + ) = LI D) S0 = Sn) 010 _ gy

Donc il existe une fonction Py € F' et une fonction Iy € G telles que f = P + Iy, de plus

ces deux fonctions sont uniques.
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La question précédente prouve que E = F'+ G. La question 2) prouve de plus que la somme
est directe.

Donc

E=FaG

Applications numériques : explicitons les fonctions Py et I; dans les cas suivants

a) f =exp : pour tout réel z,

Pi(x) = % = ch(z) et
e’ —e "
() = C25 = )

Donc Py, = ch et Iy, = sh.

b) f=x+ 2—3x+ 5z% + 23 : pour tout réel z,
_2—3x+5x2+x3+2+3x+5x2—x3

Py(z) 5 =2+ 52% et
2 — 3z 4 502 + 2% — 2 — 3z — ba? + 2
If(x): Tr+oxr°+x - T s _ 3p 4
c) f=x+— T : pour tout réel x,
e$
St e ten 1
Pf(l‘): 1+e 21+e _ 1+e 5 e?+1 :§6t
e’ 1 e’ —1

Iy = f — Py par définition, donc I;(z)

T 14er 2 2(1+er)

Exercice 6.

Dans cette question uniquement, on suppose que b > a.

Soit ¢ la fonction définie sur R par g(z) = f(z) — .

g est continue comme différence de fonctions continues d'une part, et
gla)=f(a) —a=b—a>0e¢t g(b) = f(b) —b= f(f(a)) —b=a—b<0.
Donc g change de signe sur Uintervalle [a; b], donc Jc €]a; b], f(c) = c.

Dans cette question uniquement, on suppose que b < a.

Soit ¢ la fonction définie sur R par g(z) = f(z) — .

g est continue comme différence de fonctions continues d'une part, et
gla)=f(a) —a=b—a<0et gb)=f(b) —b=f(f(a)) —b=a—b>0.
Donc g change de signe sur Uintervalle [b; a], donc 3c €]b; al, f(c) = c.
Soit f une fonction vérifiant les hypotheses de 1'énoncé. Soit b = f(a).

e ou bien a = b c’est-a-dire a = f(a) et il existe un réel = (c’est le réel a) tel que f(x)

T
e ou bien a < b, et on a vu a la question 1) qu'il existe un réel z (noté c) tel que f(x) = z;
.

e ou bien a > b, et on a vu a la question 2) qu'il existe un réel = (noté c) tel que f(x)

Ce sont les trois seuls cas possibles : donc, dans tous les cas,

dreR, f(z)=2x



1)

Exercice 7.

Supposons u o u = 0 et montrons que Im(u) C Ker(u).

Soit y € Im(u). Par définition, il existe = € F' tel que y = u(x).
Donc u(y) = u(u(z)) = uou(z) = OF.

Donc y € Ker(u).

Donc Im(u) C Ker(u).

L’implication de la question précédente est une équivalence. En effet,

supposons que Im(u) C Ker(u). Soit = € F.

uou(x) = u(u(z)) ot u(z) € Im(u) par définition de 'image d’une application linéaire.
Or Im(u) C Ker(u) donc u(x) € Ker(u).

Donc u(u(z)) = 0p.

Ceci étant vrai pour tout x € F', u o u est ’application nulle.

L’endomorphisme v : (z;y) € R? — (y;0) € R? est un endomorphisme non nul vérifiant les

hypotheses des questions précédentes.
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Dimension des EV, Polynomes, Continuité

Exercices

Exercice 1.
Soit £ = R*.
Soient F' = Vect((l; 2;1;2);(3;4; 1, 2))
et G={(v;y;zt) e B, —y—2z+t=0 et z—y+2=0}
1) Montrer que GG est un sous-espace vectoriel de E et en donner une base.
2)
3) Montrer que F' C G.
4) En déduire que F' = G.

Donner une base de F' et en déduire dim F'.

Exercice 2.

Soit u, v et w les suites définies par ug = 1, vg = 2, wy = 3 et

Uy W Uy + W Uy + U
VnG]N,UnH:% Un-i—l:% Wnt1 = n2 -

1
2
3
4
5
6

) Calculer wu;.

) Montrer que la suite u + v + w est constante.

) Soit n € IN. Exprimer w, 5 en fonction de u,; et de u,.

) En déduire une expression de wu, en fonction de n € IN.

) Donner une formule explicite pour v, et w, en fonction de n € IN.

) Montrer que les trois suites u, v et w convergent vers une méme limite que 'on précisera.

Exercice 3.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
Soit P, = (n —2)X" —nX" '+ nX +2 —n € R,[X].
Soit @ = aX™ 4+ bX" '+ X +d e R,[X].

1) Montrer que (X —1)*|P,.
2) Montrer que (X —1)* JP,.

3) On suppose que 1 est racine de multiplicité 3 du polynoéme Q.
Montrer que @) € Vect (P,).

Exercice 4.

7
Dans tout l’exercice, on note, pour n € N*, I, = ]mr; 5 + mr[.

1) Montrer que Vo € R*, Arctan(z) 4+ Arctan (1) = g

2) En étudiant la fonction x — tan(z) — z, montrer qu’il existe une unique solution dans I, a

I'équation tan(x) = x.



Pour n € IN*, on note x,, I'unique solution dans I,, de ’équation tan(x) = x.
On définit ainsi une suite (), -
Le but des questions suivantes est d’étudier cette suite, et notamment de donner un développement

asymptotique de x,, lorsque n — +o0.
s
3) Pourquoi peut-on affirmer que ¥Yn € N* nm < z,, < nm + 5 ?
4) Montrer que (SL’n)nG]N* est strictement croissante et tend vers +oc.

5) Montrer que Vn € N*, x,, — nm = Arctan (x,,).

1 1

En déduire que z,, = nmr + — — — + 0
d 2 1w 2mn?  notoo

)
)

6) Exprimer z,, en fonction de Arctan( L )
)

7

(%)

Exercice 5.

Soit n € IN* et £ = R,,[X]. On identifie polynome et fonction polynomiale associée.

Pour tout entier k € [0;n], on note Py le polynome

k—1

P, = l_[(X +z’)

1=0

Par exemple, Py = 1 (produit vide), P, = X, P, = X(X + 1), etc...
On note B la famille B = (Py; Py; Py; ...; Py).
Enfin on définit application A : P € E'+— P(X)— P(X — 1) et on note, pour i € N,

A® = AoAo..oA
-

i fonctions dans la composée

Le but de cet exercice est d’étudier quelques propriétés de la famille B et de 'application A.
1) Montrer que la famille B est libre.
2
3

) En déduire que B est une base de E.
)

4) Soit k € [0;n — 1]. Montrer que A (Pyy1) = (k4 1) F.
)
)

Montrer que A est linéaire.

5) Que vaut A (Fp)?

6) Conformément au résultat de la question 2), pour tout polynome P de E, on note
(ap; ag;...; ) € R ses coordonnées dans B.
On adonc P = agFPy+ o P+ ... + o, P, = ZakPk.
k=0
a) Montrer que A est un endomorphisme de E et calculer les coordonnées de A(P) dans
B.
b) Calculer o en fonction de P(0) et a; en fonction de A(P)(0).

¢) Conjecturer une formule reliant, pour k € [1;n], ay et A®(P)(0).

)
d) Démontrer la formule précédente.
7) En utilisant la question 6)a), calculer Ker(A) et Im(A).

8) Soit k € [0;n— 1] et N € IN.

Dédui : S P (N)
éduire de la question 4) que Z Py(i) = Tl

i=1



9) On suppose dans cette question que n > 3.

En utilisant la question 6), donner les coordonnées de X* dans la base B.
N
10) Soit N € IN. Simplifier Ty = Zi?’.

i=1
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Correction DS n’5
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Exercice 1.

G={(v;y;zt)eE,x—y—2+t=0 et z—y+2z=0}
- - t =0

Résolvons le systeme (5) : { ‘ Y : .

r — Yy + =z =0
2z — t =0
x = y—=z
t = 2z

Donc G ={(y — z;y;2;22),y € R,z € R} = Vect((l; 1;0;0); (—1;0; 1; 2))

Donc G est un sous-espace vectoriel de E (en tant qu’espace vectoriel engendré par une

famille), et la famille G = ((1; 1;0;0); (—1;0; 1; 2)) est génératrice de G, et libre puisque

formée de deux vecteurs non colinéaires : ¢’est donc une base de G.

Par définition de F', la famille F = ((1;2; 1;2); (3; 4; 1;2)) est génératrice de F', et libre

puisque formée de deux vecteurs non colinéaires : ¢’est donc une base de F'.

— — t = — =0
(S){:){x Y z  + O@{x y + =z

En conséquence dim(F) = 2.

Pour montrer que F' C G, il suffit de montrer que les deux vecteurs de F sont dans G.

Or, le vecteur u = (1;2;1;2) vérifie 1 —=2—1+2=0et 1 —2+ 1 =0, c’est-a-dire les deux
équations définissant GG, donc u € G.

De méme, v = (3;4;1;2) vérifie3—4—-1+2=0et 3—4+1=0, donc v € G.

Donc F' est un sous-espace vectoriel de GG, donc F' C G.

D’apres les questions 1 et 2, dim(F) = dim(G) = 2. D’apres la question 3, F' est un sous-
espace vectoriel de G.
Donc F = G.

Exercice 2.

v0+w0 5
U = — = —.
! 2 2
Soit n € IN.
Uy, + Wy, + Uy + Wy, + Uy + Uy,
Upy1 + Upy1 + Wpyp1 = = Uy + UV, + W,

2
Donc la suite u 4+ v + w est constante égale a ug + vy + wy = 6.

Soit n € IN.
Upt1 + Wpt1 _ Up = Upt
2 2 2
1ére méthode : la question précédente permet de voir la suite u comme récurrente linéaire
d’ordre 2.

5
Onauozl,ulzaet‘v’nG]N,unng:

Un +Wn Un+Un
2 + 2

Up42 =

Up, + Up+1
B .



Equation caractéristique : 2r2—r—1 =0, A =14+8=09,7, = . =1,rg=—— = —.

4 2
1 n
Donc, Vn € N, u,, = )\+M(—§) avec A € R, u € R.
Les conditions initiales conduisent a A +pu =1 et A — g =3 donc3A=6et u=1—\.
Donc A =2, p = —1.
Finalement,
—1\"
e N, u, :2_(_)
2
2éme méthode : on aurait aussi pu écrire, pour n € IN :
Up + Wy + Uy + Uy, 6 + u, U,
un+1:6_vn+l_wn+1:6_ 5 =6 — 5 :3—7

puis utiliser les suites arithmético-géométriques.

Le méme raisonnement qu’a la question précédente tient pour les suites v et w. La seule
différence se situe au niveau des conditions initiales.

Pour v par exemple, on a vy = 2 et v, = 2.

n
En posant pour tout entier n € N, v, =a+ b (7) , on en déduit que

a+b:2,a—g:2, donc a =2 et b=0.
Donc v est la suite constante égale a 2.
Enfin, comme v + v + w est constante, on a . N
VnE]N,wn:u0+v0+w0—un—vn:6—2+(_71) —2:2+(—) .

Finalement

VneN,{ v, = 2

1 . —1\*

=L €] — 1;1], done () njoo().

Donc lim u, = lim v, = lim w, = 2.
n—-+o00 n—-+o0o n—-+o00

Exercice 3.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
P,(l)=n—2—-n+n+2—-n=0.
P(1)=n(n—2)—n(n—1)+n=0.
P/(1)=n(n—1)(n—2) —n(n—1)(n—2) =0.
Donc (X — 1) |P,.

P"1)=nn-1)n-2%=nn—-1)n-2)(n—-3)=n(n—1)(n—2) >0 car n > 2.
Donc 1 est racine de multiplicité 3 dans P, donc (X — 1)* JP,.

On suppose que 1 est racine de multiplicité 3 du polynéome @ = aX"™ +bX" ' 4+ cX +d.
Donc, notamment, Q(1) = Q'(1) = Q"(1) = 0. Ceci conduit au systeme :

a + b + c +d =0
na + (n—1)b + c =0
nn—1a + (n—1)(n—2)b =0



a + b + c +d =0

L
b = 0 Ly< Ly—
RN + c 2 2 n—1
—2)b = 0 Ly —
na + (n—2) 3¢ —7
Donc b = —c¢, a = —d en remplacant dans la premiere équation et na = —(n — 2)b d’apres

la troisieme équation.
1
Donc Q = — ((n —2)aX™ —naX" ' +naX — (n—2)a) =
n J—
Donc @) € Vect (P).

¢ p,

n—2

Exercice 4.

1) I =R’ =]0;+oo| est un intervalle sur lequel la fonction f : z — Arctan(z) + Arctan (1)

est définie, continue et dérivable.

1 —1 1 1 1
Deplus,Va:E[,f’(a:):1+x2+(ﬁ)x 1+L2:1+x2_1+372:0

Donc f est constante sur I (qui est un intervalle...) ce qui permet de conclure que

1
Vo € RY, Arctan(z) + Arctan(—) =f(1) = g
T

2) Soit n € N*, I, = ]mr; g + TL7T|:.
Soit ¢ : x € I, +— tan(x) — z, définie, continue et dérivable sur I,,.
Vo € I,,,¢'(x) = 1+ tan®(z) — 1 = tan?(z) > 0.

Donc g est strictement croissante sur I,,.

Or lim g(x) = —nm < 0 car n est strictement positif,
T—nT

et lim g(z) = 4o0.
T=nT+5

Comme g est continue et strictement croissante, il existe une unique solution dans I,, a
I'équation g(x) = 0.

Donc il existe une unique solution dans I,, a I’équation tan(z) = x.

Pour n € IN*, on note z,, I'unique solution dans I,, de '’équation tan(x) = x.

On définit ainsi une suite (),

3) x, an:]mr;g+mr[ donc Vn € N* nm < x, <n7r+g.

s
4) D’apres la question précédente, d'une part z,, < nm + B < (n+1)m < x,41 : donc la suite
x est strictement croissante.

D’autre part, Vn € IN*, nm < x,,, donc d’apres le théoreme des gendarmes, lirf T, = +00.
n—-+0oo

5) Soit n € IN*. Par définition, x, = tan(z,) = tan(z, —nm) car la fonction tan est -
périodique.
Ornm <z, <nm+ g donc 0 < z,, —nmw < g, domaine sur lequel la fonction Arctan est la
bijection réciproque de tan.

Donc Arctan(z,,) = x, — nr.

6) En utilisant le résultat de la question précédente et celui de la premiere question, on a donc

1 1
Vne]N*,z—Arctan(—) :xn—nW@xn:nijE—Arctan —)
2 Ty 2 Ty



7)

2)
3)

4)

5)
6)

On reprend le résultat de la question précédente :

T
étant donné n € N*, x,, = nm + 5~ Arctan (l%)

1
Or, lorsque n — +o00, x,, — +00 d’apres la question 4, donc — —+> 0.
€, n—+oo

s
Donc z, =nmr+—=+ o (1).
; 2 n—+4o0o
Et par conséquent,

1 1 1 1 1
L _ L Y CON S
T, nm + % + o (1) nto 14 % + o (l) nmw I n—odoo "
Don¢c — = — —

n—~+00 n—+oo * 1
—+,0 ()
T, NT  2n*m n—doo *

1 1 1
Finalement, en utilisant le développement limité d’Arctan au voisinage de 0

+ 5 Arct (1) Loty oy 1)
T, =nmw+ — — Arctan| — | =nmr+ = — — o | —
2 T, 2 nm 2mn?  n—too \ n?

Exercice 5.
Soit k € [0; n]]

deg (Py) Zdeg X +1) Zl_k

La famille B est donc echelonnee en degrés, ne contient pas le polynoéme nul : elle est donc
libre.

Or B contient n 4 1 vecteurs de F, dim(F) = n + 1, c’est donc une base de E.

Soit Pe F, Qe E, A eR, ueR,

AP + pQ) = AP + pQ — AP(X — 1) — pQ(X — 1) = AA(P) + pA(Q).

Donc A est linéaire.

Soit k € [0; n—l]]

k
A(Py) = l—[X+z [ Ix+i-1)
=0 =0
k k—1

- Tx+0)-[](x+9)

1=0 i=—1
—1

= (X+h) (X+i)— (X =1 [(X+4)

7

Ead
e
—

i\
=)
Il
=)

N
—_

= (X+k-X+1)] (X +14)

<.
I
o

= (k+1)P
A (Fy) =1—1=0 est le polynéme nul.
Conformément au résultat de la question 2), pour tout polynéme P de E, on note

(ap; ;.. ) € R™ ses coordonnées dans B.
n

On adonc P = agFPy+ o Py + ... + o, P, = ZakPk.
k=0

a) A(P)=A (Z akPk) = Z arA(Py) car A est linéaire.
k=0 k=0

Donc A(P) = Zakkpk,l d’apres les questions 4 et 5. En effectuant un changement
k=1



—1

3

d’indice, on a donc A(P) =

g

(k -+ 1)Oék+1pk.
k=0
Donc A(P) € Vect(Po; X Pn—l) qui est un sous-espace vectoriel de F : donc A est

un endomorphisme de E et les coordonnées de A(P) dans B sont
(a5 2095 ... navy; 0)

Tous les polynomes Py, P, ..., P, sont divisibles par X par définition.
Donc Vk € [1;n], Px(0) = 0.

Donc, P(0) = agPy(0) + a1 Pi(0) + ... + a,, P, (0) = ay.

Donc ag = P(0).

De méme, A(P) = a1 Py + 2a9 P + ... + no, Py

donc ay = A(P)(0) en évaluant en 0.

On prend exemple sur la question précédente pour obtenir oy :
A(A(P)) = A(Q)(P) = QQQPO + 2 X 3&3P1 + ...+ TL(TL — 1)0znPn_2,

AC(P)(0
puis, en évaluant en 0, 2, = A®(P)(0) donc ay = %
On peut poursuivre ainsi et conjecturer que

AR (P)(0
VE € [Lin],a = %
Démontrons par récurrence finie que
. &5 (K +9)!
VEk € [1;n], A®(P) = i P;

2!

Il
o

i

Initialisation : nous avons déja démontré la formule au rang £ = 1 dans la question
6)b) :
1! 2! n!

A(U(P) = A(P) = (I1P0+2042P1+...+TLO[”P”_1 O &1P0+1'042P1+ +ﬁ nPn—l

Hérédité : supposons la formule vraie pour un entier k& donné dans [1;n — 1].
Alors, k+ 1 € [2;n].
De plus :

AFD(P) = A(AB(P))

=0
n— k )1
= ( ;Z) A (P) par linéarité
=0
n—k k |
= (k+ Z) 1o i Py d’apres les questions 4) et 5)

(i 4+ Dagsi P par changement d’indice

=0
ce qu’il fallait demontrer
nfk

Conclusion : pour tout entier k € [1;n], A% Z
=0

ak—i—z i

En évaluant en 0, comme P;(0) = 0 pour tout entier ¢ > 0,



7)

on obtient pour tout entier k € [1;n]

|
Ce qui acheve la démonstration :
A®(P)(0
Vk e [1;n],a = %

D’apres la question 6)a), pour tout polynome P € E décomposé dans la base B sous la

forme P = ZakPk, on a :

k=0
n—1

A(P) = > (k + 1ag1 Py

Calculons Ker(A) : A(P) =0« VEk € [0;n— 1], (k4 1)agy1 = 0 puisque B est une base,
donc est libre.
Donc P € Ker(A) si et seulement si P = oy Fy. Donc

Ker(A) = Vect (Py) = Ro[X]

Par ailleurs, Im(A) C Vect (Po; Pi;...; P1) = R,,_1[X] d’apres la question 6)a) toujours.
Or, en utilisant la formule du rang, on a
dim(Im(A)) = dim (Ry41[X]) — dim(Ker(A)) =n+1—1=n.

Donc Im(A) est un sous-espace vectoriel de R,,_1[X], de méme dimension que R,_1[X] :
Im(A) = R, [X]

Soit k € [0;n — 1] et N € IN.

D’apres la question 4), A (Piy1) = Priy1(X) — Poy1 (X — 1) = (K + 1) P (X).

Cette égalité est donc aussi vraie pour les fonctions polynomiales.
Preta Pryi(e—1 P (N) — Prya(0

Donczpk Z 0 A=) _ s~ a0

Or k + 1 > 0 donc PkH(O) =0.

On obtient finalement

par télescopage.

~ Pea(V)
1m0 - a0

On suppose n > 3.

;;0) les coordonnées de @ = X? dans la base B.
En utilisant la question 6)d) :
ag = Q(O) =0
AQ)=X3—(X3-3X2+3X -1)=3X?-3X+1

@ = AQ)(0) = 1

AP (Q)=3X?-3X - (3X?-6X+3-3X+3)=6X —6

Notons (ag; a1; as; as; 0; ..

_APQ)(0) _ _3
2
A(3)(Q) =6X —(6X—-6)=6
a3 = 3 =1
Donc

Q=X*=P, —3P,+ Py



10) Soit N € NN.

N

Ty = Y&

1= 1

= Zpl ) — 3Py(i) + Ps(d)

Pz(N) _3P3( ) P4(N)

IN(N + 1) 34N(N SV 2 £ NV DN £ 2)(V 4 3)

4
2—4N —8+ N?2+5N +6

— N(N+1)

N24N
— N(N+1) I

_ (N(N; 1))2




Maths - DS n°6 - Lundi 3 juin, 3 heures
E.V. de dimension finie, suites, matrices, proba

L’usage d’une calculatrice est interdit.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une part
il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
ratsonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies. En particulier,
les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte.

Ly

Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Exercice 1.

CCP TSI 2023

On considere les suites (), cn> (Vn)pen €6 (Wn), o définies par

uy = 1 Upy1 = 22U, — U + W,

vg = 0 et Vne N, { v,.1 = Un + Wy,

wg = 0 Wyl = —Up + Uy + Wy
2 -1 1 Uy,
On note A = 0 1 1 JetpournelN,X,=[ v,
-1 1 1 Wy,

Enfin on définit f ’endomorphisme de R?® canoniquement associé & la matrice A, C la base cano-
nique de R? et les vecteurs de R?

by = (0;1;1) by =(1;1;0) b3 =(0;0;1)

1) La matrice A est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.
2) Montrer que B = (by; by; b3) est une base de R?.

3) Montrer que la matrice de f dans la base B est

T = Matg(f) =

o O N
o = O
—_ = O

4) On note P la matrice de passage de C a B : P = PCB.

-1 1 0
Déterminer P et vérifier que P~ = 1 0 0
1 -1 1

5) Déterminer une relation entre A, P, T et P~L.



6) On note T'= N + D ou D est une matrice diagonale et N =

o O O
o O O
o = O

Déterminer D et vérifier que N et D commutent.
7) Que vaut N™ pour n > 2 entier ?

8) Déduire de ce qui précede une expression de 7™ pour n € IN.

On donnera chacun de ses coefficients.
9) Pour n € N, établir une relation entre X, .1, A et X,.
10) En déduire, pour n € N, I'expression de X, en fonction de A, n et X.

11) Déterminer, pour n € IN, A" en fonction de 7", P et P~L.

Démontrer cette relation par récurrence.

12) Déterminer, pour n € IN, 'expression de u,, v, et w, en fonction de n.

Exercice 2.

Centrale PSI 2021

On rappelle quun graphe orienté G est la donnée G = (S; A) d’un ensemble de sommets S
(fini) et d'un ensemble A C S? d’arétes de la forme (s;s') ot s € S, s’ € S. Les éléments de A sont
appelés arétes du graphe.

On dit que s’ est un voisin de s si et seulement si (s;s') € A.

On remarque que s peut étre son propre voisin (si (s;s) € A) et que s’ peut étre un voisin de s
sans que s soit un voisin de s’ (dans le cas ou (s;¢') € A mais que (s';5) ¢ A).

Dans la suite, sauf mention contraire, G = (S; A) est un graphe, et S est composé de n € IN*
sommets qui sont numérotés de 1 a n. On s’intéresse dans cet exercice aux marches aléatoires
sur le graphe GG : un point se déplace aléatoirement sur le graphe, et a chaque étape, il passe
du sommet ou il se trouve vers l’un des voisins de ce sommet, avec équiprobabilité. Ceci
entraine notamment que la probabilité de passer d'un sommet a un voisin de ce sommet ne dépend
pas de I'étape de la marche aléatoire.

Pour i € [1;n] et j € [1;n], on note ¢; ; la probabilité que le point se déplace du sommet ¢ au
sommet j lors d’une étape de la marche; en particulier, s’il n’y a pas d’aréte reliant 7 a j, ¢; ; = 0.
La matrice dont le coefficient ligne i et colonne j vaut t; ; est notée 1" et s’appelle matrice de
transition du graphe.

Pour k € IN, on note P% le vecteur ligne P*) = (pgk);pgc); ...;pff_)l;p;k)) ou, pour i € [1;n], pik)
est la probabilité que le point soit sur le sommet numéro 7 a I’étape k de la marche.

(k) _

M+ =1,

. . (

1) Justifier que, pour tout entier naturel k, p;

) Montrer que, pour tout entier naturel k&, P+ = p®,

3) En déduire, pour tout entier naturel &, une expression de P*) en fonction de T, k et P,
)

On suppose que la suite de vecteur (P(k)) converge vers un vecteur P = (py;...;p,) (au

keN
sens otl chacune des composantes de P%*) converge vers la composante correspondante de

P).
Montrer que PT = P, que, pour tout i € [1;n], p; € [0;1] et que p; +p2+ ... + p, = 1.



5) Marche aléatoire sur un tétraédre

Dans cette question, on considere que

{ S =11;2;3;4}
A={(1;2); (1;3); (1;4); (2;1);(2;3); (2;4); (3;1); (3;2); (3;4); (45 1);(4;,2); (4 3)}

La Figure 1 représente ce graphe.

On rappelle que, lorsque le point se trouve sur un sommet du graphe, il a la méme probabilité

de se rendre, a la prochaine étape, sur chacun des trois autres sommets du graphe.

1111
Enfin, on pose J; = b
1111
1111

Figure 1 : graphe du tétraedre.

Exprimer la matrice de transition 7" en fonction de I et Jj.

soit B=((3:5:5:3): (35553 (b o 7)) (75 7o i 7))

Montrer que B est une base de R*.

Soit f ’endomorphisme de R* canoniquement associé & T" et C la base canonique de R*.
Donner la matrice M = Matg(f).

On pose @ = P?.

Donner les coefficients de la matrice Q).

Justifier que @ est inversible et vérifier que Q! = Q7.

Déduire des questions précédentes une relation donnant la matrice T" en fonction des
matrices M, Q et Q7.

En déduire une relation donnant 7% en fonction de M, Q, Q" et k € IN.

Montrer que, quel que soit P©) = ( §0); éo);péo); 510)) donnant les probabilités que le
point mobile se trouve au début de la marche aléatoire sur chacun des sommets du

1111

tétraedre, la suite (P(k))kelN converge vers le vecteur ligne (Z, Z; Z; —).
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Exercice 1.

Effectuons 'algorithme du pivot sur la matrice (A|X) :

2 -1 1 «x
(AlX) = 0 1 1 y
-1 1 1 =z
-1 1 1 z
> 0 1 1y
2 -1 1 =z
1 -1 -1 -z
> 0 1 1 Y
0 1 3 x+2=2
1 -1 -1 —z
> 0 1 1 Y
0 0 2 z+2z—y
100 y—z
> 011 ) Y )
001 5+z2—3
1 0 0 Y —z
z , 3
> 010 —5+2—2
001 $4+2z—%
Donc A est inversible et
0o 1 -1
~1 -1 3
1 -1
3 2 1

base de R3.

Il s’agit de montrer que B = (by; by; b3) est une
Commencons par remarquer que dim (R?) = 3 = Card (B) : il suffit donc de démontrer que

B est une famille libre.
Soit (\; p;v) € R? tels que Aby + by + vbs = (0;0;0).

po= 0
On a donc (s A+ ;A +v)=(0;0;0) =< A+p = 0
A+v = 0

La premiere ligne permet d’affirmer que g = 0, en reportant dans la seconde on obtient
A = 0 et la derniere ligne donne alors v = 0.

Donc la famille B est libre, donc c’est une base de R3.

Les coordonnées de f(b;) dans la base canonique sont données par
2 -1 1 0 0
0 1 1 1 1=1 2

-1 1 1/ \1 2



Donc f(by) = (0;2;2) = 2b;.

-1 1 1 1
De méme, 0 1 1 1 |=11
-1 1 1 0 0
Donc f(by) = (1;1;0) = bs.
2 -1 1 0 1
Enfin 0O 1 1 0 |=| 1
-1 1 1 1 1

Donc f(b3) = (1;1;1) = by + bs.

Donc la matrice de f dans la base B est

T = Matg(f) =

o O N
o = O
[ )

On note P la matrice de passage de C a B : P = Pf.

Par définition des matrices de passage, et par définition de la famille B, on a donc

i)

I
—_ = O
O =
— o O

De plus :
010 -1 1 0 1 00
110 ( 1 0 0 |=1010
1 01 1 =11 0 01
-1 1 0
Donc P! = ( 10 0
1 -1 1
Par définition :
e A= Mate(f)
e T'= Matgp(f)
o P = PCB

D’apres la formule de changement de bases pour les endomorphismes, on a donc

A=PTP!
0 0 0
On note T'= N + D ou D est une matrice diagonale et N = ( 0 01
000
200 0 00 2 00
Par définition, D=T—-N=| 0 1 1 |—| 0 0 1 |= ( 0 1 0 | est une matrice
0 0 1 0 00 0 0 1

diagonale.

0 00 2 00 000
Deplus ND=| 0 0 1 010 (|=]1001]|]=N
000 0 01 000



2 00 0 00 0 00
et DN=| 0 1 0 001 |]=(00T1]=N
0 01 0 00 0 0O
Donc N et D commutent.
0 00 0 00 0 00
7) N°=| 0 0 1 0 01 ) = 0 0 0 | =03
0 00 0 00 0 0O
Donc, pour tout entier n > 2, N* = N2 x N" 2 =03 x N"2 = (4
8) Soit n € IN.

T = (D+ N)"
= Z " D RNk car N et D commutent
o\ F
n n . N . -
= 0 D"I; + ) DN d’apres la question précédente
= D"+nN car D"'N = D(D(...(DN)...)) =N
Ainsi,
2" 0 0
T = 0 1 n
0 0 1
9) Par définition de la matrice A et des suites u, v et w, on a, pour tout entier naturel n :

n+1 AX

10) Par analogie avec les suites réelles géométriques, on démontre donc par récurrence que
vneN, X, =A"X,

L’initialisation est immédiate puisque A° = I5.
Pour I’hérédité : supposons la formule vraie pour un entier n donné.
Alors Xn+1 AX =A (AnXo) (AAn) An+1XO.

Conclusion : pour tout entier naturel n, Xn = A"X,.

11) Montrons a nouveau par récurrence que, pour n € N, A" = PT"P~1.
Initialisation : pour n =0, A" = I3 et PI"P~!' = PI;3P~' = PP~ = I;.
Hérédité : supposons que pour n entier naturel donné, on ait A» = PT"P~!.
Alors A" = AA" = PTP'PT"P~! = PTT"P~! = pTntip-1,

Conclusion : la formule est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc

¥n € N, A" = PT" P~

12) En reprenant les résultats des questions 8), 10) et 11), on obtient donc, pour n entier natu-

rel :
A"Xy = PT"P~1X,.

010 -1 1 0 2" 0 0 1
OrP=|110 |, P'= 1 0 0 |, T"=| 0 1 n |etXo=] 0
1 01 1 -1 1 0 0 1 0



0 1 n -1 1 0 1 0 1 n —1 n+1
Donc X, =1 2" 1 n 1 0 0 0O |= 2" 1 n 1 = n+1-2"

2" 0 1 1 -1 1 0 2" 0 1 1 1-2"
On a donc pour les suites u, v et w les formules explicites suivantes :

u, = n+1
VvneN,{ v, = n+1-2"
w, = 1-—2"

Exercice 2.

1) En notant A; 'événement « le point mobile se trouve sur le sommet i & 'étape k », étant
donné un entier k, la famille <Aivk)i6[[1'n]] est un systeme complet d’événements puisque, a
I’étape k, le point se trouve toujours sur un sommet, et sur un seul !

n

Donc ZIP’ (Ars) =P(Q) = 1.

Donc p( ) + .. +p(k) =1.

2) La famille <Aivk)i6[[1'n]] est un systeme complet d’événements, et on admet qu’aucune des
probabilités P (A, ) = pgk) n’est nulle (hypotheése fondamentale pour pouvoir conditionner
par les événements de la famille).

On a alors en utilisant la formule des probabilités totales, pour j € [1;n] et & € IN donnés :

(kﬂ ZPA (A1) P (Aik)
Or Py, , (Aj kﬂ) = t;; par définition. Et P (A;) = pgk).

Donc p Zp ;.; et cecl pour tout j € [1;n].
i=1
On retrouve ici la formule du produit matriciel entre le vecteur ligne P*) et la matrice T :

donc, pour tout entier k € IN,
pkt+l) — pR)

3) Montrons par récurrence sur k € IN que P*) = pOTk,
Initialisation : pour k =0, POTY = pO [, = pO),
Hérédité : supposons que pour k € IN donné on ait P*) = POk,
Alors P*+D = pRIT = POTET par hypothése de récurrence.
Donc P*+D) = pOTk+L
Conclusion : la propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc

vraie pour tout entier naturel k.

4) D’apres la question précédente, pour j € [1;n] et k € IN donnés : k+ ) Zp k)t ij

En passant a la limite & — +oo dans cette égalité, dans la mesure ou toutes les suites

(k) .
(pl. )kE]N sont convergentes, on a donc :

= Zn:pﬂfz',j
=1



Ceci étant vrai pour tout 7, on a donc, a nouveau en interprétant cette somme comme issue

d’un produit matriciel :

Par ailleurs, pour ¢ et k donnés, pgk)

Vie [1;n],VkeN,0<p™ <1.

Par passage a la limite £ — 400 dans cet encadrement, ceci pour tout ¢, on a donc

est une valeur de probabilité donc

Vi e [1;n],p; € [0;1]

Enfin, pour tout entier £k € N, pg +p(k) +. +p(k) = 1 car (Aivk)ie[[l'n}] est un systeme
complet d’événements.

A nouveau par passage a la limite, on a donc p; +ps + ... +p, = 1.

5) Marche aléatoire sur un tétraédre

a) Chaque sommet du tétraedre possede 3 voisins, et il y a équiprobabilité pour les transi-

tions d’un sommet & ses voisins.
(et t171 = 0)

Wl =

Donc, partant par exemple du sommet 1, on a tip=tig=1t4=

et de méme en partant des autres sommets.

0 5 5 3
1o 11
DoncTzi’lg’?’
11 g 1
3 3 3
11 1
15550
Donc T' = 3 (Jy — 1)

1.1).(1.=1.1. -1 D | —1.. 2 . 1 . =2
b) Soit B=((3:3:3:3):(3: 555 ); (\/— V10’ V1o’ \/—) (\/— V10’ V1o’ \/—))

Card B = 4 = dim (R*).
Pour montrer que B est une base de R*, il suffit donc de démontrer qu’elle est libre.
Soit (a;b; ¢;d) € R* tels que

1.1.1.1 1.-1.1. -1 2 .1 . =2 —1\.(=1. 2. 1 .-2Y_/(00-0-
a’(2’ 2120 2)+b(2’ 2 72’7)+C(\/_1—07\/_1—0a\/_1—0 +d\/—1_0),(\/—1_07\/—1_0,\/—1_07\/—1_0) - (anvoao)'
Ceci conduit au systeme :



+ b 4+ ¢ + d 0
a — b 4+ ¢ —d =0
20 + b — 2¢ — d =0
—a + 2b + ¢ — 2d = 0
(¢ + b + ¢ +d =0
— 2b — 2d = 0 Lo+ Ly — 14
€ 4
— b — 4c¢ — 3d 0 Ly <+ Lg—2L,4
\ 3b + 2¢ — d 0 L4%L4+L1
(0 + b+ ¢ +d =0
—1
b d =0 Ly +— —L
<:>< + 2 2 2
8 + 4d = 0 L3%-2L3—|—L2
L 4e — 8 = 0 Ly 204+ 3Lo
ra + b + ¢ + d = 0
b + d =0
4
8¢ + 4d = 0
—90d = 0 Ly 2L, — L

D’ou l’on déduit que d = 0, donc ¢ =0 et b = 0, donc a = 0 : la famille B est donc une
base de R*.

c) Soit f endomorphisme de R?* canoniquement associé a T et C la base canonique de R*.

Notons e, eq, e3 et e4 les 4 vecteurs de la famille B.

11 1 1 1

05 3 3 2 3

19 11 1 1

f(e1) a pour coordonnées dans la base canonique [ 2 =~ 3 3 2 1= 2
5 3 03 3 3

101 1 1 1

5 3 3 0 2 2

Donc f(e1) = e;.

De méme, en effectuant les produits matriciels correspondants, on obtient :
—1
flex) = (?1 % 713 %) = 762
—1
_ =1 . _2 1 —
f<€3)_(3\/_ 3\/_’3\/_’3\/_) 3 @

—1
_ =2 . =1 . _2
flea) = (3\/ ’ 3107 3107 310 ) 3 ¢
Par définition, la matrice de f dans la base B est donc

1 0 0 0
1 30 0 0
0= 0 o0
5 1l o -1 0o o
M=Mats() = 00 =2 o |73l 0 0o -1 o
3
1 _
00 0 2 00 0 -1

d) On pose Q = PCB.
Par définition, la matrice () est donc la matrice des coordonnées des vecteurs de la base

B dans la base canonique.



NI NI-= NI N=
Sleglg-gls
ol aollvall o
= = [ [
§|‘°o oll ol

[\.’)ll DO = [\')l‘ NI
— [

e) @ est inversible puisque c’est une matrice de passage.

De plus, on vérifie que

1 2 -1 1 1 1 1
2 2 V10 V10 2 2 2 2
L -1 1 _2 1 =1 1 =1

QU = 1 7 B 2 1 A A | =
2 2 Vio Jio VIO V10 V10 V10
1 -1 -1 —2 =1 2 _1 =2
2 2 Jio Jio V0 V10 V10 V10

donc que Q7! = Q7.

f) T = Mate(f)

M:Mat[g(f)

Q= Pt

Q= Q' = P

Dong, en utilisant la formule de changement de base pour les matrices d’endomorphismes,

on a :
T=QMQ "' =QMQ"
g) On en déduit que, pour k € N, TF = (QMQ™Y) ... (QMQ™) = QM*Q~! = QM*QT
par télescopage (ou en le démontrant par récurrence).
h) D’apres la question 3), P*®) = POT*F = POQMEQT en utilisant aussi le résultat de la

question précédente.

1 0 o0 o0
© © © 0 055 0 o
Done P(k)Z(pl Py” P3Py )Q ; (=1 Q.
0 0 T 0
1\k
0o 0o o X

Les produits matriciels étant des combinaisons linéaires des coefficients des matrices en
facteur, la limite d’une combinaison linéaire étant la combinaison linéaire des limites, on
peut effectuer la limite & — +oo directement dans la matrice M*, avant d’effectuer le

produit. Donc la suite (P(k)) converge (car les coefficients de M* convergent quand

kEN
k — +00) et la limite de la suite vaut
10 00
0000
P —=(p9 O 0O (0 T
(p1 Py Py p4)Q 0000 |9
0000

Ou encore, en effectuant les produits par @ & gauche, et QT & droite :

_(,© O  © (0
P—(p1 Py’ Py p4)

N N N e
N N N e
N N N e
N N N e

Autrement dit 0 0 0L @ @0, © L © O . O, O
P_(pl +py Dy APy Py Py Py Ay Dy Dy Dy Dy P APy P + Dy )
a 4 ’ 4 ’ 4 ’ 4 ‘




Or pgo) + péo) + péo) + pio) =1 (et ce par définition d’une probabilité et quel que soit le

vecteur P(©)).
1111

Donc P = —;—;—; =
4’47474
terme de cette suite.

) est la limite de la suite (P("“)) indépendante du premier

keN’
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