Maths - DM n°1l - Pour le lundi 16 septembre,

Correction DM n°1

Exercice 1.

Soit n un entier naturel. Pour tout entier k£ € [0;n] on définit les fonctions

Bk:xGRH(Z)xk(l—x)”_k

1) Dans cette question uniquement, on suppose que n = 3.

a) Pour n = 3, on a, pour tout réel = :
Bo(z) = (1—2)* Bi(z) =3z(1—2)> By(z)=32*(1—2) DBsx)=a"
b) Soit z € R.
3
S(z) = Bo(z) + Bi(x) + Ba(z) + Bs(z) = Z( i )$k(1 —2)* " = (z+1—=2)° dapres

k=0
la formule du bindme de Newton.

Donc Vz € R, S(z) =
2) Dans la suite de l'exercice, n est un entier naturel quelconque.
a) Soit x un réel.

x) = Z Bi(z) = Z ( Z )xk(l — )" "= (z+1—2)" en reconnaissant a nouveau

— k=0
la formule du binome de Newton.

Donc, Vn € N,Vz € R, S, (z) =
b) Soit k € [[On]] et x € [0;1].

By(z) = 2F(1 —2)" % :or
(”) 1>0

k

x>0 donc xF >

etz <ldoncl—ax>0,don (1—xz)"*>0.
By (z) est donc le produit de trois facteurs positifs : Bg(z) > 0.
c) Soit k € [0;n] et z € [0; 1].

D’apres la question 2)a Z B,(

Donc Bi(z) =1 — ZB

J#k
Or, d’apres la question 2)b), pour tout j € [0;n], B;(z) > 0.

Donc —ZBj(x) <0
j=
J7#k
On en déduit que, pour tout k € [0;n] et tout = € [0;1], By(x) < 1.



3)

Soit k € [1;n], on a
n k x n! n! nx (n—1)!

S A Ry el PRy o Rl A § T AT

no\ nx (n—1)! B n—1
DOHCk( K )_(k 1! (n—l—(k:—l))!_n( k1 )

Remarque : cette formule n’est valable que pour k > 1, car, pour k = 0, (—1)! n’est pas

défini.

Soit x un réel.
n n n o 1
Z kBy(x) = Z Kl " ¥ (1 —z)"F = Zn " 2*(1 — 2)" % d’apres la question
k=1 k=1 k k=1 k—1
précédente.
n 1 n—1 1 ' '
Or Zn " (1—2)" " =>n " _ 21 — )"~ en effectuant le chan-
k=1 k-1 j=0 J
gement d’'indice j =k — 1.
Donc
< n—11\ i k-1 _ S n—1 1—k
k By ( n (1 —x)" F(1— )
Z . k=0 k | Z )

Flnalement en reconnaissant a nouveau la formule d 1n0me on a :

v:ce]RVnEJNZk:Bk ne(z+1—2)"" =na

k=1

Remarque : pour n = 0, la formule reste valable car la somme du membre de gauche est

vide donc nulle, et nx = 0 aussi.

. 1 : .
Utilisons le résultat de la question précédente pour z = 3 et n un entier positif.

On a: .

- = n 1 1\ 1 — n
ZkB’“(m):Zk(k)z_k(i) T k(k)
k=1 k=1 k=1

D’apres la question précédente, on a aussi : Z kBy(1/2) = =

k=1
En identifiant les deux résultats précédents, on obtient donc
1 « n n

on k 2
k=1
En multipliant cette derniere identité par 2", on a bien démontré que

VnelN,Zk( " ) — 2!
k=1 ki

On fait le méme raisonnement qu’a la question précédente, mais cette fois en évaluant en

2
r ==

3
Alors

2k rINTE 1 & n o\ .x
ZkBkQ/i% Z( )3k(§) :3—H;k(k)2.

Or d’apres la question 4), on a aussi

S kBi(2/3) = 2



En identifiant les deux résultats et en multipliant par 55 on obtient bien

Vn € ]N,Zk:( " )2'“‘1 =n3"!
k=1 k

Exercice 2.

a) S, = Zkz(?n +1—2k).
k=1

b) SoitnE]N
S, = Zk: (2n + 1 — 2k)

— Zk: on + 1) —2Zk2

n(n +1) :2 n(n+1)(2n + 1)

= (2n+1)
1

= nn+1)2n+1) (% — 5)
n(n + 1)(2n+ 1)

) T, = Zn— (n+k).

b) Soit n € IN.
n—1

T, = Y.(n—k)n+k)
n—1

_ an 2
k=0

(n—1)n(2n —1)

= nxn?— c
6n2—2n2+2n—|—n—1)
= nx
6
An? +3n—1
= X —

n(n + 1)(4671 —1)
6

a) Unzzn:(g)

b) Soit k& un entier supérieur ou égal a 4.

D’apres la formule de Pascal, ( ];j ) + ( ];7 ) _ ( k 1- 1 )

Donc

c¢) Soit n € IN.



par télescopage

On a donc bien,

n+1



