Maths - Chapitre 4
Techniques de calcul différentiel

I. Inégalités dans R

I.1. Relation d’ordre sur R

L’ensemble R des nombres réels est, comme ’ensemble IN des entiers naturels, muni d’une relation

d’ordre totale <. Cette relation est compatible avec les opérations du corps (R,+, x) :

Définition 4.1 (Compatibilité de la relation d’ordre avec les opérations)

La relation d’ordre < vérifie les propriétés suivantes, pour tout (x,y,z) € R3 :
e compatibilité avec I'addition : x <y =x+2 < y+ 2;
e compatibilité avec la multiplication : (r <yet0<2) = x2<y X 2.

Elle est dite compatible avec les opérations du corps (R,+, x).

Ex. 4.1 Montrer qu’il n’existe pas de relation d’ordre totale sur C compatible avec les opérations
du corps (C, +, x).

[ Cor. 4.1 ]

Remarque

L’exemple précédent montre que des notions comme celle de croissance d’une fonction ne

sont pas définies pour les fonctions a valeurs complexes. Il s’ensuit que certains théoremes se
généralisent mal - ou pas du tout - a de telles fonctions.

Il convient donc de bien comprendre d’emblée qu’il existe une différence fondamentale entre

F(R,R) et F(R,C), méme si certaines généralisations sont possibles.

Propriété 4.2

Si x et y sont deux réels, alors

1
TLY&S —T = —yY xy > 0 < (z et y ont méme signe) x # 0 et — ont méme signe
x
1 1 > 5
0<x<y<:>0<§<; 0<z<y=0<2"<y

[ Démonstration ]
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Remarque
On peut reformuler les propriétés
1<y x>y 0<r<y&0<,<; 0<r<y=0<2?<y?

de la fagon suivante :

e r € R+— —x est décroissante sur R ;

1 .

e v € R* — — est décroissante sur R ;
z

e 7 € R+ 2% est croissante sur R,.

Attention cependant :

1 1
e v € R*+— — n’est pas décroissante sur R, puisque = < T
l‘ R—

e € R — 22 est décroissante sur R_.

I1.2. Bornes et extremums d’une partie

Les notions de majorant, minorant, bornes, maximum, minimum et extremums vues pour les entiers

au chapitre 1 se généralisent a R puisqu’il est totalement ordonné. Notamment :

Proposition 4.3 (Unicité du maximum et du minimum)

Si une partie de R possede un plus grand élément (ou un plus petit élément), alors il est unique.

Ex. 4.2 Quels sont les majorants et les minorants de R, 7 de R_ 7

[ Cor. 4.2 ]

Ex. 4.3 [0; 1] admet-il un plus grand élément ? un plus petit élément 7 Mémes questions pour R .

[ Cor. 4.3 ]

1
Ex. 4.4 Soit F = yER,EIxG]Ri,y:x+—}.
x

FE est-il minoré ? Possede-t-il un minimum 7
[ Cor. 4.4 ]

I.3. Valeur absolue

Définition 4.4

| Pour tout réel z, on appelle valeur absolue de x le maximum de z et de —x.

Notation
| On note |z| = max{z; —x} la valeur absolue de x € R.

Les propriétés de la proposition suivante sont laissées a titre d’exercice.
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Proposition 4.5 (Propriétés élémentaires de la valeur absolue)

Soit x,y € Ret r € R,.

|z =0 2=0
|z] >0 x#0
— [z <z <]

lt—yl=re(r=y—rouzx=y+r)
lz] =2 2>0

|lzy| = |z| x |y|

sineN, |z" = |z|"

lz] <r s (—r <z <)

lz| <re (-r<z<r)

lz| > r < (x > rouxr < —r)
lz|=r< (x=rouxz=—r)
lt—yl|<re(y—r<z<y+r)
|z| = -z <0
six#0,|%|:%

Proposition 4.6 (Inégalités triangulaires )

Soit x et y des réels. Alors

[z +yl <lel+lyl et 2] = Jyll <lz -yl

[ Démonstration

Remarque
e Pour tout réel x, Va2 = |z|. De plus, si r > 0, alors

lz] <rea? <rfet

lz| > r < 22 > r?

0 v M(x) A(a)
— B R RIS D > =

Ex. 4.5 Résoudre les inéquations d’'inconnue = € R :

D +5)2—1) < Gr—T)2r—1) 2) —me > VT

points M (x) dont la distance au point A(a) est inférieure a b.

e On rapporte la droite réelle & un repere (O; 7). Pour deux réels x et y, la valeur absolue
|y — x| s'interprete géométriquement comme la distance entre les points M (x) et N(y) :
MN = |y —z|. Etant donnés deux réels a et b, l'ensemble des solutions de I'inéquation

|z — a| < b d’inconnue z s’interprete donc géométriquement comme l'ensemble des

Ve+1 x—1
[Cor. 4.5

Ex. 4.6 Montrer que, pour tout (x,y) € R?, |z| + |y| < |z +y| + |z — y|.

[Cor. 4.6

1
T+ —|>3.

Ex. 4.7 Résoudre l'inéquation d’'inconnue réelle z :
— x
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[Cor. 4.7

)

Ex. 4.8 (Cor.) Résoudre dans R l'inégalité |z + 1| + |z — 3| < 6.
2]

1+ |z|
V(x,y) € R?, g(z +y) < g(z) + g(y)

Ex. 4.9 (Cor.) [*] Pour tout x € R, on pose g(z) = . Montrer que

I.4. Partie entiere d’un nombre réel

Définition 4.7

Pour tout réel x, on appelle partie entiére de x le plus grand entier N € Z inférieur ou

égal a x.

Cet entier existe toujours d’apres la propriété 1.5 (propriété fondamentale des entiers).

f%, Notation
| Pour tout réel z, on note || la partie entiere de z.

Représentation graphique de x € R — |z]

Propriété 4.8
1) VzeeR, |z| <z < |z]+1
) Vze Rz — 1< |z) <=
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3) Sin€Z,x € R,n<zalorsn < |x].
H Ve eR,|z)] =zl
5) Ve e R,Ym € Z, |x + m| = |z] + m.

[ Démonstration ]

527 Méthode

Les deux premieres propriétés ci-dessus permettent de traiter la plupart des problemes faisant

intervenir la fonction partie entiere. Il faut donc absolument les connaitre.

Ex. 4.10

1) Montrer que pour tout entier n € N, il existe deux entiers positifs a,, et b, tels que

{ 2+V3)" = an+b,V3

302 = a?—1

2) Montrer que pour tout entier n € IN, { J est un entier impair.

_
2= V3

[ Cor. 4.10 ]

I1. Fonctions réelles d’une variable réelle

Dans ce qui suit, on rapporte le plan a un repere (O;7:7) orthonormé.

II.1. Représentations graphiques

Définition 4.9

Une fonction f réelle d’une variable réelle n’est bien définie que lorsqu’on explicite a la fois
ses ensembles de départ D et d’arrivée A et une maniére d’obtenir l'image f(x) € A de tout
élément x € D. Lorsque I'ensemble de départ est omis, on appelle ensemble de définition

de la fonction f, souvent noté Dy, I'ensemble des réels = pour lesquels 'expression f(z) donnée

peut étre calculée. Par exemple, I’ensemble de définition de la fonction x — % est R*.

Proposition 4.10
Soit I et J deux parties de R, f : I — J une bijection. Alors la représentation graphique de

la bijection réciproque f~!:J — I de f est déduite de C; par la symétrie orthogonale autour

de la droite d’équation y = x.
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[ Démonstration ]

FIGURE 4.1 — Représentations graphiques de f et f~!

II.2. Symétries des représentations graphiques

Définition 4.11 (Parité d’une fonction)
Soit D une partie de R vérifiant pour tout z € D, —x € D, A une partiede Ret f: D — A
une fonction.
e On dit que f est paire si pour tout z € D, f(—z) = f(x).
e On dit que f est empaire si pour tout x € D, f(—x) = —f(x).

Définition 4.12 (Périodicité d’une fonction)
Soit p € R, D une partie de R vérifiant pour tout x € D, v + p € D, A une partie de R et
f D — A une fonction.
On dit que f est périodique de période p si pour tout x € D, f(z + p) = f(x). On dit
alors que p est une période de f.

Remarque

e Dans la définition précédente, on peut aussi admettre sans modification de signification
les périodes strictement négatives.
e Si p est une période, alors tout multiple entier (positif) non nul de p en est aussi une.

e On dit souvent que p est la période d’une fonction périodique lorsque p est la plus

petite période strictement positive de f.

Proposition 4.13 (Symétrie de la représentation graphique d’une fonction)

e Si f est une fonction paire, alors C; est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées.
e Si f est une fonction impaire, alors Cy est symétrique par rapport a l'origine.

e Si f est une fonction périodique de période p, alors C; est invariante par translation de
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’ vecteur pi. |

[ Démonstration j

Ex. 4.11 Quelles sont les symétries de la représentation graphique de la fonction cos?

[ Cor. 4.11 ]

I1.3. Bornes et extremums d’une fonction

Définition 4.14 (Majorant, minorant)

Soit D et A deux parties de R et f: D — A une fonction.

On dit que f est majorée par M € R et on appelle M majorant de f, si pour tout z € D,
flx) < M.

On dit que f est minorée par m € R et on appelle m minorant de f, si pour tout x € D,
f(z) Zm.

Une fonction qui est minorée par m et majorée par M est dite bornée par m et M.

Remarque

Dire qu’une fonction est majorée (respectivement minorée, bornée) équivaut a dire que son
image f(D) est majorée (respectivement minorée, bornée). Les propriétés des parties de R

bornées s’adaptent donc immédiatement aux fonctions réelles bornées.

Proposition 4.15 (Caractérisation des fonctions bornées)

Soit D et A deux parties de R. La fonction f : D — A est bornée si et seulement si |f] est
majorée.

[ Démonstration ]

Définition 4.16 (Maximum global, minimum global)
Soit D et A deux parties de R et f: D — A une fonction.
On dit que f admet un maximum global si

Jzg € D,Vz € D, f(x) < f(z0)

On dit alors que f(zo) est le mazimum de f.

On dit que f admet un minimum global si

Jzg € D,V € D, f(z) > f(x0o)
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On dit alors que f(zo) est le minimum de f.

f Important ! Unicité des extremums globaux
La proposition 4.3 permet d’affirmer que si une fonction admet un maximum global (ou un
minimum global), alors celui-ci est unique. Cependant, ce maximum (ou ce minimum) possede

alors un ou plusieurs antécédent(s).

Notation

On note max f(x) le maximum global de f s’il existe et miB f(x) le minimum global de f s’il
Te ze

existe.

1
Ex. 4.12 La fonction f : x € R* — 2 + — est-elle majorée? minorée? Si oui, possede-t-elle un

maximum global ? un minimum global ?

[ Cor. 4.12 ]

Ex. 4.13 La fonction g : x € R} — z + — est-clle majorée? minorée? Si oul, possede-t-elle un

maximum global 7 un minimum global ?

[ Cor. 4.13 )

I1.4. Monotonie

Définition 4.17 (Croissance, décroissance, monotonie)
Soit D et A deux parties de R, f: D — A une fonction et I une partie de D.
e On dit que f est croissante sur I siV(z,y) € I’z <y = f(z) < f(y).
e Ondit que f est strictement croissante sur [ siV(z,y) € I?,x <y = f(x) < f(y).
e On dit que f est décroissante sur I siV(r,y) € I*,x <y = f(x) > f(y).
e On dit que f est strictement décroissante sur I si
V(z,y) € I*,x <y = f(z) > f(y).
e On dit que f est monotone sur I si elle est croissante ou décroissante sur I et stric-

tement monotone sur I sielle est strictement croissante ou strictement décroissante

sur /.

f Important ! Intervalles et monotonie
On a défini la croissance, la décroissance ou la monotonie de f sur une partie I quelconque
de I'ensemble de départ D. Mais il vaut mieux penser a cette partie comme a un intervalle.

En effet, les propriétés caractérisant la monotonie d’une fonction dérivable par exemple (voir

proposition 4.28) sont valables sur un intervalle. Ainsi, la fonction z € R* +— — est strictement
x
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1 1
| décroissante sur R* et sur R’ mais pas sur R* puisque =) < T

Proposition 4.18 (Stricte monotonie et injectivité)

Soit D et A deux parties de R, f : D — A une fonction strictement monotone. Alors f est
injective.

La réciproque est fausse.

[ Démonstration ]

Ex. 4.14 Démontrer que si f : I C R — J C R est une bijection strictement monotone, alors sa
bijection réciproque f~!':J — I est strictement monotone, de méme monotonie que f.

[Cor. 4.14 ]

e A
i\k Méthode : Montrer qu’une fonction n’est pas monotone

Pour montrer qu'une fonction f n’est pas monotone sur un intervalle 7, il suffit de trouver un
triplet (a;b;c) € I? tels que

\ (a<b<cet((fla) < f)et f(c) < f()ou(f(a) > f(B)et f(c) > /(1))

1
Ex. 4.15 Montrer que g : z € RY + x + — n’est pas monotone sur R’ .
— x

[ Cor. 4.15 ]

I1.5. Monotonie et continuité

Théoréme 4.19

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

f est injective si et seulement si f est strictement monotone.

Théoréme 4.20 (Bijection continue)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
f est une bijection de I sur f(I) si et seulement si f est strictement monotone.
De plus,
e f(I) est alors un intervalle ;
e la bijection réciproque f~! est alors continue sur f(I), strictement monotone, de méme
monotonie que f.
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(o N
37 Méthode
Pour montrer qu'une fonction f continue de l’intervalle I sur J est bijective :
e on montre qu’elle est strictement monotone;

e comme le théoreme précédent permet d’affirmer que J est un intervalle, on

L vérifie que f(I) = J en calculant les limites de f aux bornes de I. )

R — Jl;00]
r = e 441

Ex. 4.16 (Cor.) Montrer que la fonction f : { est bijective.

(o N
%ﬁ;f Méthode

Si f est bijective continue de I (intervalle) sur J (intervalle), alors elle est strictement

monotone et la propriété de stricte croissance (ou décroissance) est une équivalence logique.

Autrement dit, appliquer une méme bijection aux deux membres d’une inégalité donne une

inégalité équivalente.

- /

Ex. 4.17 Résoudre I'inéquation d’inconnue z réelle In (x — 1) —In (2x +1) > 0 en commencant
par déterminer son ensemble de définition.

. ~ . , . . A L 1
Faire de meme pour I'inéquation d’inconnue x réelle In (2 n 1) > 0.
T

Remarque ?

[Cor. 4.17 ]

III. Eléments de calcul différentiel

La plupart des résultats donnés dans cette section sont admis et ne seront démontrés que dans le
cadre du chapitre consacré a la dérivabilité.

Dans toute la section, I et J sont deux ntervalles réels contenant une infinité de points.

IT1.1. Définition

Définition 4.21 (Dérivabilité en un point)
Soit f : I — R une fonction et a un point de I. On dit que f est dérivable en a si
I'application = € I\ {a} — [@) /@) ¢ R admet une limite finie en a. Cette limite s’appelle

r—a

d
alors le nombre dérivé de f en a et se note f'(a) ou d—(a).
T

Remarque
e Si f est dérivable en a, on peut aussi écrire }Lir%
5

f(x) — fla)

de la fonction f entre a et x; il représente la pente de la droite passant par les

fla+h) - f(a)

= ['(a).

e Pour = # a, le quotient 7¢(z,a) = s’appelle le taux d’accroissement
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points A(a, f(a)) et M(z, f(x)) du plan rapporté a un repeére.
e Le nombre dérivé représente donc la pente de la droite limite obtenue lorsque M tend

vers A : cette droite est la tangente a la représentation graphique Cy.

| Définition 4.22 (Tangente en un point
\

Soit f : I — R une fonction dérivable en un point a de I. Le plan étant rapporté a un repere

(0,7, 7), la droite d’équation cartésienne

y=fla)+ f'(a) x (x —a)

est la tangente a la courbe représentative C; de f au point A(a, f(a)).

Cette définition est illustrée par la figure 4.2.

y=fla)+f'(a){x—a &

FIGURE 4.2 — Nombre dérivé et tangente en un point

Remarque
d , .
La notation de Leibniz f'(a) = d—y est un moyen mnémotechnique de retenir 'équation
x
réduite de la tangente :
/ y - f(a’> /
fla) =8 oy = fa)+ Pla)(e - a)

Définition 4.23 (Dérivabilité sur un intervalle, fonction dérivée)

Une fonction f: I — R est dite dérivable sur [ si elle est dérivable en tout point de /. Dans
I —

ce cas, f': s’appelle la fonction dérivée de f.
z = f(z)

On note f” la dérivée de f’ si elle existe, etc. et pour n € IN, f( la dérivée ne de f.
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II1.2. Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 4.24 (Opérations sur les fonctions dérivables)

Soit f et g deux fonctions dérivables sur I.

e Pour a, 8 € R, la combinaison linéaire of + g est dérivable sur [ et

(af +Bg) = af' + By
e Le produit fg est dérivable sur I et (fg) = f'g+ fqg'.

1 -
e Si g ne s’annule pas sur [, I'inverse — est dérivable sur I et (—) = _g'
g

e Si g ne s’annule pas sur /, le quotient i est dérivable sur [ et (
g

Proposition 4.25 (Composition)

Si f: 1 —J, g:J — R sont deux fonctions dérivables, alors g o f est dérivable sur I et

(gof) =f-(g0f)

Théoréme 4.26 (Dérivée de la bijection réciproque)

Soit f : I — J une application bijective et dérivable. L’application f~! est dérivable en tout

y € J pour lequel f'o f~1(y) # 0 et alors (f~1)(y) = o)
© Y
Cette proposition est illustrée par la figure 4.3 page 60.

Tangente verticale

> SRl
3 Pentes inverses I'une de 1'autre

FIGURE 4.3 — Dérivées d'une bijection et de sa réciproque

Opérations sur les fonctions dérivables

Soit u et v deux fonctions satisfaisant aux hypotheses des propositions précédentes et A € R.
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On a
(u+v) =u + (Au) = A/ (uv) =v'v+v'u
v v W v =
3y - () = o
1
I / -1\ _
(vou) =u' xv' ou (u )_u’ou—l

La formule de dérivation d’une fonction composée a été vue sur des exemples en terminale :

/ !/

\ (exp(u)) = u’ X exp(u) (1n(u)) = (\/ﬂ) = m

II1.3. A propos des notations et de I'interprétation physique

Etant donnés deux points M (z1;y1) et Ma(xo;ys) (avec x1 # x2) appartenant a la droite (non

parallele a I’axe des ordonnées) d’équation y = ax + b, on a

Y1 =axr; +b
Yo = axy + b

Y1 — Y2
T — X9 )
Le coefficient directeur d’'une droite est donc égal a

Donc y; — y2 = a(x; — z2) ou encore a =

Ay
a=—
Ax
Remplacer A par d signifie implicitement que 'on opere des « différences infinitésimales » ¢’est-a-

dire que I'on calcule une lzmate :
df
/
r)=—
fla) =3
Lorsque l'on souhaite dériver une fonction de plusieurs wvariables, il devient important de
préciser par rapport a quelle variable on effectue la dérivation. La notation adoptée (en

mathématiques comme en physique) est alors la suivante

oE . E(a+h,b,c)—E(a,b,C)
%(&, ba C) - }ILH% h

oF . FE(a,b+ h,c) — E(a,b,c)
—(a,b,c) = lim

oy h—0 h

oFE bo) = 1i E(a,b,c+ h) — E(a,b,c)
a_(aa ,C) - h{% A

On parle alors de dérivée partielle par rapport G = (respectivement par rapport a y ou par
rapport a z). Le symbole 0 remplace le d des « différences infinitésimales » afin de bien insister sur
le fait que la fonction que l'on dérive dépend de plusieurs variables et que 'on dérive partiellement

par rapport a I'une d’entre elles.
2x
22+ 1
Trouver une primitive G de g, c’est-a-dire une fonction vérifiant G' = g.

Ex. 4.18 Calculer la dérivée de g : x —
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[Cor. 4.18 ]

Ex. 4.19 Calculer les dérivées partielles de
h:(x,y)— 2>+ y* +ay — g pour z # 0.
x

[ Cor. 4.19 j

Ex. 4.20 Calculer les dérivées partielles de f: (x,y) — /22 + y2.

[ Cor. 4.20 j

II1.4. Propriétés des fonctions dérivables

On rappelle que I est un intervalle réel contenant une infinité de points.

Proposition 4.27 (Fonction constante)

Soit f: I — R dérivable sur I. La fonction f est constante sur [ si et seulement si sa dérivée
f" est nulle sur 1.

Proposition 4.28 (Variation et dérivée)

Soit f : I — R continue et dérivable sur I.
e Si f/ > 0sur I, alors f est croissante sur .

e Si f/ < 0sur [, alors f est décroissante sur I.

Définition 4.29 (Zéro isolé d’une fonction)
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que xg € I est un zéro isolé€ de f si
[ ] f(l‘()) = 07
e il existe un intervalle ouvert J C I tel que zy € J et tel que f ne s’annule pas sur

J\{zo}.

Proposition 4.30 (Condition nécessaire et suffisante de stricte monotonie)

Soit une fonction f : I — R continue et dérivable sur I. Alors f est strictement monotone

si et seulement si f’ est de signe constant sur I et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert non

vide.

Remarque

La condition donnée dans la proposition 4.30 s’interprete (et s’utilise) de la facon suivante :
e la dérivée f’ est de signe constant, donc la fonction est monotone ;
e si de plus f’ ne s’annule qu’en des points isolés alors la fonction est strictement
monotone.
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R — R

Ex. 4.21 Soit f : { v o oz tsin() Montrer que f est bijective.

IIL5. Etude pratique des fonctions

‘ Id . . by ’ . .
Définition 4.31 (Asymptotes & une représentation graphique)
e Si la fonction f est définie sur un intervalle d’extrémité xo € R ouvert en xg et si

lim f(x) = +oo, alors la droite d’équation x = xq est appelée asymptote verticale

T—TQ
Cs.
e Si la fonction f est définie sur un intervalle d’extrémité +oo et si lirf f(x) =9yo € R,
T—r100

alors la droite d’équation y = y, est appelée asymptote horizontale C;.
e Si la fonction f est définie sur un intervalle d’extrémité oo et s'il existe (a;b) € R?
tels que thI:l f(z) —az —b=0 € R, alors la droite d’équation y = ax + b est appelée
T—>L00

asymptote oblique C;.

o X )
5" Méthode : Etude et représentation graphique d’une fonction f

1) On commence, s’il n’est pas donné, par obtenir 'ensemble de définition Dy.
2) On cherche les symétries (parité, périodicité. . .), on réduit I'intervalle d’étude.

3) On cherche I’ensemble de dérivabilité c’est-a-dire 'ensemble des réels x pour lesquels

le nombre dérivé f'(x) est défini.

4) On calculer f’, éventuellement on cherche a prolonger cette dérivée aux points ou elle
n’était pas a priori définie.

5) On étudie le signe de f’(x) puis on dresse le tableau de variations de f : sur la
premiere ligne, les valeurs particulieres de x obtenues aux étapes précédentes; sur la

seconde, le signe de f'(z) et sur la troisieme, les variations de f.
6) On complete le tableau de variations par les images et les limites éventuelles de f.

7) On construit la représentation graphique et on y place :
e les points ou la dérivée s’annule pour lesquels la tangente a la courbe est horizontale ;
e les asymptotes;

e éventuellement quelques tangentes, notamment lorsqu’on connait en un point la

S valeur de la fonction et la valeur ou la limite de sa dérivée. )

21In(x)
In (22 +1)
Tracer une représentation graphique rapide.
Ex. 4.23 Etudier la fonction S : z
— 1+ e”

[Indication : il peut étre utile de chercher a savoir si S possede des symétries...]

Tracer une représentation graphique rapide.

Ex. 424 Soit R: 1 © 7 R .
=X 222 N |

Ex. 4.22 Etudier la fonction L : 2 — apres avoir déterminé son ensemble de définition.

— 1 apres avoir déterminé son ensemble de définition.

1) R admet-elle des symétries ?
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2) Etudier le sens de variations de R.
3) Montrer que la droite d’équation y = x est asymptote oblique a Cg.
4) Tracer une représentation graphique rapide de R.

Ex. 4.25 Les fonctions L, S R des exercices précédents sont-elles bornées? possedent-t-elles des
extremums sur R 7

Y N
X Méthode : Montrer qu’une fonction f : [ — .J dérivable est bijective

D’apres la proposition 4.20, on vérifie que

e la dérivée f’ est de signe constant sur [ et ne s’annule qu’en des points isolés;

e les limites ou les valeurs de f aux bornes de I donnent bien les bornes de J : f(I) = J.
Pour obtenir une expression de la bijection réciproque f~!, on tente de résoudre 1’équation
I’équation y = f(x) d’inconnue z.

Si on parvient a le faire, on obtient alors x = f~!(y), c’est-a-dire une expression de la bijection

réciproque.
\eaprod y,

Ex. 4.26 Les fonctions L, S R sont-elles bijectives ?
Si oui, de quel intervalle sur quel intervalle ? donner une expression de leur bijection réciproque.

~

Résoudre une inéquation/démontrer une inégalité

Pour résoudre une inéquation (ou démontrer une inégalité) du type A(z) > B(x) :

1) on peut éventuellement utiliser les propriétés de la relation d’ordre sur R en partant

d’inégalités satisfaites par hypotheses ou déja démontrées;

2) sinon, on commence par obtenir son ensemble de définition.
Ensuite, on écrit A(x) > B(z) & A(z) — B(z) > 0 afin de se ramener a l’étude du
signe de A(x) — B(z).
Puis :
e il est souvent fructueux d’utiliser la regle selon laquelle « le signe d’un produit est
le produit des signes » en fatsant un tableau de signes;
e étudier le signe des expressions entre valeurs absolues puis faire un tableau de
stgnes permettant d’envisager tous les cas possibles se révele souvent synthétique
et efficace ;

e il peut étre intéressant d’étudier la fonction A — B pour montrer qu’elle passe par

9 un minimum (ou par un maximum suivant les cas). )

Ex. 4.27 Montrer que
Ve e R}, In(z) <z -1

Ex. 4.28 Résoudre l'inéquation d’inconnue x réelle :

2e” -1

e +1 2

(I):

I11.6. Primitives d’une fonction continue
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Définition 4.32
Soit I un intervalle et f : I — R une fonction. On dit que F' est une primaitive de f sur [ si
F est dérivable sur I et si F' = f.

Proposition 4.33 (Théoréme fondamental du calcul intégral)

I —- R

T

Soit f une fonction continue sur un intervalle I C R et a € I. La fonction F' :
r f(t)de

est I'unique primitive de f s’annulant en a et toute primitive de f s’écrit F' + k avec ke R.

Corollaire 4.34

Si f est continue sur [a;b], alors elle admet une infinité de primitives sur [a;b] et quelle que

a*

b
soit la primitive F' choisie, on a J f(t)dt = F(b) — F(a) noté [F(t)]

IV. Correction des exercices

Cor.48:Onalz+1ll=z+1cx>—let|r—3=x—3< x> 3. Onen déduit que l'inégalité

a résoudre est donnée suivant la valeur de z par le tableau suivant :

Valeur de z -1 3

Inégalité a résoudre | —xr —1—2+3 <6 r+1—-—24+3<6 r+1+x—-3<6
Sur | — oo; —1], I'inégalité équivaut donc a —2z + 2 < 6 d’ott un premier ensemble de solutions
S1 =] —2;—1]. De méme, sur [—1;3], I'inégalité devient 4 < 6 qui est trivialement vraie d’ou
Sy = [—1; 3]. Enfin, sur [3; +oc], on résout 2z < 8 qui conduit a Ss = [3; 4[. Finalement, '’ensemble

des solutions de I'inéquation donnée est | — 2;4/.

Cor. 4.9 : On distingue plusieurs cas :
r+vy < T Y

< +
l+z+4+vy 1+ 1+y
est équivalente a (z +y)(1+2)(14+vy) <zl +y)(l+z+y) +y(l+2)(1+2+y). En

développant partiellement le membre de droite, cette inégalité devient (z+y)(1+x)(1+y) <
r(1+y)(1+2)+2y(l+y) +y(l+2)(1+y) +2y(l + ) c’est-a-dire apres simplification
2y(2 4 x4+ y) = 0. Or cette derniére inégalité est vérifiée pour tout x,y € R,.

e si x et y sont positifs, alors 'inégalité a démontrer est

qui

esi—a<y<0 alors0<x+y <.
rty _wty+l-1 1 1

1- =g(x).

l+z+y l+az+y = l1+z4+y = 14z
La fonction g étant positive, on a a fortiori g(z + vy) < g(z) + g(y).

Donc g(z +y) =

e les autres cas se ramenent aux précédents en échangeant le role de = et y et en utilisant la
parité de g. Par exemple, pour y < —x < 0, on a g(z +vy) = g(—z — y) < g(—y) d’apres le
cas précédent, etc.

Cor. 4.16 : f est définie, continue et dérivable sur R. Il suffit donc de montrer qu’elle est strictement
monotone et que f(R) =]1;+oc].
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Or,Vz € R, f'(z) = 2e** +¢* > 0.
Donc f est strictement croissante et continue sur R, f(R) est donc un intervalle et
lim f(z)=1 11—1>Toof(x) = 400

T—r—00

Donc f(R) =|1;+oc] et f est bien une bijection de R sur |1;4o00].
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