Maths - DM n°3 - Pour le lundi 9 décembre,

Correction DM n°3

1)

Exercice 1.
Soj EN - 2x _ 2
oit r € Ret ( ).y—1+x2y—r(1—;—x)
. x
Equation h ene : (Ey):y — =0
qua wnjC omogéne : (Ey) 1y =L
A(z) 24t = —In(1 + 22) issant Ta forme
x) = — =—1In x%) en reconnaissant la forme —.
1+1¢2 u

Donc yg = A7) = X (14 22) ot A € R.

Solution particuliére : par la méthode de variation de la constante.
On cherche une solution particuliere sous la forme yp = A(z) (1 + z?).
En réinjectant dans (E) on obtient : X' (1 + 2?) = r (1 + 2?).

Donc N =ret A =rz.

Conclusion : les solutions de (E) sont les fonctions de la forme
y=A (1 + xz) +rx (1 + xz) = A+ rx+ M* +r2®, ou A € R peut étre choisie librement

On cherche les fonctions f : R — R dérivables qui vérifient

vz € R, f(z) — — —f(@) = (1+2?) Jf

1+

1
Ici, f(u)du est un nombre réel, qui dépend de la fonction inconnue.

0
Analyse : soit f une solution du probleme.
1

En posant r = J f(w)du, f est donc solution de y’ — ; +:c sy =r(1+ x?).
x
Donc, il ex1ste AeR, telle que f(z) =X +rx+ Az? +ra?
)\
Orr= | fwdu= | \4+ru+ I’ brddu=A4+ =+ 24l
. 27371
4/\
Donc 2 =3
Donc, Vr € R, f(z) = 3u + 16pux + 3ux? + 16px® (en posant A = 3u, avec u € R a choisir
librement).

Synthése : soit p € Ret f:x € R 3u+ 16pux + 3pz? + 16uz3.
Alors, f est continue et dérivable et
Vo € R, f/(z) = 16p + 6px + 48puz?

, 2z 2z
Donc f'(z) — 1+x2f(x) = Tz (3p + 16px)(1 + 22)
c'est-a~dire f'(x) — 1 +Ix2f(x) = 16p + 6px + 48ux? — 6puxr — 32px? = 16p(1 + 22).
1
16 3 16
Orf f(u)du:?)u—i-T'u—l-?”—l-T'u:lGu.

2x

Donc f est bien solution de Vz € R, f'(z) — T2
T

f(2) = (1+2?) [ f(u)du.




Finalement, I'ecnsemble des solutions du probleme posé est

frxeRw— u(3 + 162 + 3% + 16:63), ou 1 € R peut étre choisie librement

Exercice 2.

1
1 T
J T2 dz = Arctan(1) — Arctan(0) = 1

In(1+ 1%) — In(1 + 0%)

In(2)

Tr = —_=

In + In+2

xn—l—l 1
- [n1+1]0

n+1

3) Par récurrence sur n € IN :

Initialisation :

™ ™
(-1)010 = IO = Z et Z

De méme, (—1)°lhyoy1 = I =
Hérédité :

Supposons que pour n € IN donné, on ait
T o (D
—1)"I,, - _
(=1L Tt
(=D"opt1 =

Alors
(1) gy =

= —1)" Iy,

Vi e

—1)" T -

B 2(n+1)—1+1+;
T n+1 (_1)k

B Z+;2k—1

[\~
—

(—DF

(
2k —1

et

2

— Ign) d’apres la question 2)

I’apres U'hyp. de récurrence



(—1)n+1]2(n+1)+1 = ( 1)” I2n+3

=y
"y k
-1
1_ ) + ; ) + Z ( 5 k:) d’apres 'hyp. de récurrence
)

Conclusion :
La propriété est initialisée pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang, donc pour tout

n € N,

n k
m (=1
—1)"1 = —+
(=1)"Lan 4 Aok -1
In(2) “ (—1)F
(—1)" o1 = 5 + o
k=1
Soit n € N et x € [0;1].
ITL
e ) < T2 car le membre droit est un quotient dont le numérateur est positif et le
x
dénominateur strictement positif.
n+1 n n
x x
e 0<r<<1l=0<K < car > 0 d’apres le point précédent.

~
1422 " 1+22 1+ 22
o 1+ 2% > 1 et la fonction inverse est décroissante sur R, donc

1 o z"
< 1 dont on déduit que

< z" car 2" > 0.

1+ 22 + 22
Donc pour tout entier positif n et tout = € [0; 1], on a
l.n+1 "

< <
Sl T 1422

En intégrant l'encadrement de la question précédente, valable pour tout = € [0; 1], sur le

segment [0; 1], on obtient, pour tout entier positif n :

1 1 1 N 1
Odz < x—dx < * dr < 2"dx
0 h o 1+ 2 o 1+ a? 0

d’ott, pour tout entier positif n,

1
+1 n—l—l

La suite (1,,) nen €8t done décroissante, positive, done convergente, et en utilisant le théoreme

des gendarmes appliqué a 'inégalité précédente, on a

lim I, =0

n——+o0o

D’apres la question 3) : pour tout entier positif n,

Zn: (_1)k = (—1)"Iy, — z donc z”: —(_l)kH =—(—1)"I, + z

2k — P 2k — 1 4
01 d’apres la question plecedente 111J1rl 15, = 0 donc
n——+0oo

n 1 k+1
lim (1)

_7T
notoodmd 2k —1 4



7) De méme, d’apres la question 3) : pour tout entier positif n,

D In(2) o D n In(2)
; ok —( 1) IZn-i—l 5 donc ; 2 = 2( 1) -[2n+l + 2 5

Or d’apres la question précédente, lim Iy, 1 = 0 donc
n——+00

n -1 k+1
Jim S =i
k=1



