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Maths - DM n°4 - Pour le lundi 10 février,

Correction DM n°4

1)

4)

Exercice 1.

Soient 0; et f, deux réels.

My x My, — ( c?s(ﬁl) — sin(6,) )( 095(92) — sin(0y) )
sin(0;)  cos(6,) sin(fy)  cos(6y)
cos(6y) cos(fy) — sin(6y ) sin(fy) — cos(6y) sin(6y) — sin(6;) cos(fs)
sin(6;) cos(fs) + cos(6) sin(fz) —sin(6y) sin(fy) + cos(0;) cos(fs) )

[ cos(0y+0y) —sin(0y + 0)

B ( sin(6y + 02)  cos(0y + 0s) )

= My, 1o,
en utilisant les formules classiques d’addition des fonctions trigonométriques.
Soient A et B deux matrices de F' : par définition de F, il existe donc \, p réels et a, 5 réels
tels que
A =AM, et B = puMsp.
Donc AB = ApuMyMp = A\puMy 5 = AN,
en posant A= peRety=a+ € R.
Donc la matrice AB est bien de la forme AM, avec A € Ret y€e R: AB € F.
F' est donc stable par produit.

Soit A une matrice de F' non nulle.

On peut donc écrire A sous la forme A = AM,, avec A € R* (A # 0 car A # 095) et o € R.
Posons B = %M_a.

B est une matrice de F' bien définie puisque A # 0 et, en reprenant les calculs de la question

précédente :

AB:AM(X—U(:MOI(]_ O)

A 01
et

A 1 0
BA=-M_,.,=M,=

Donc A est inversible et son inverse est une matrice de F'.

1 1
Montrons que F' = Vect (( 0 (1) ) ; ( 01 0 )) par double inclusion :

10 0 1
e Montrons que F' C Vect ; )
01 -1 0

Soit A =A\M, ¢ F.

On a donc, par définition :

[ Acos(0) —Asin(0) | 10} <in 0 1
A_()\sin(G) A cos(0) )_)\COS(Q)(O 1) A (6)(—1 O)

Donc A € Vect Lo ; 01 .
0 1 -1 0



10 0 1
e Montrons que Vect : c F.
0 1 -1 0

1 1
Soit B = A 0 + 0 une matrice de F.
01 -1 0

(39)

* SiA=p=0,alors B =039 =0 x M, est bien une matrice de F'.
* Sinon, A? + p? # 0, donc

A 1
)\2 2 )\2 2 u —v
b | T R

VAT 2 A+

A —p
en posant p = /N2 + 2 e R Ju= —— et v = ———.
+ SXENT SYE
Pour montrer que B € F, il suffit donc de montrer qu’il existe § € R tel que
u = cos(f) et v = sin(0).
. A+
Or, en posant z = u + iv, on a |z|? = u? + v? = r_
AT
Donc z € U et il existe 0 € R tel que 2 = ¢ = cos() + isin(f) ce qui acheve la

démonstration.

10 0 1
Nous avons bien montré que F' = Vect ; .
01 -1 0

5) Montrons que ¢ est un endomorphisme de FE.
soit M=| * P em N7 )emetpudeux récls.
c d g h

Aa+pe Ab+ puf

A+ pg  Ad+ ph
A+ ph —Ae — g
—AXb—pf  Aa+ pe )

d —c h —g
= )\ +
( b ) “( f e )
= AG(M) + pd(N)
¢ ¢étant par ailleurs une application de E dans E (de facon évidente), ¢ est un endomor-

P(AM + uN) =

phisme de E.

6) e Montrons que ¢ est une symétrie.
Comme ¢ € L(F), il suffit de montrer que ¢ o ¢ = idg.
a b

Or, étant donnée une matrice M = ek,
c

(4 7)) )

Donc ¢ est une symétrie.

e L’espace par rapport auquel s’effectue cette symétrie est donné par Ker(¢ — idg).

orM=["“ b € Ker(¢ — idg) si et seulement si @b = d e
c d c d b a



a d
S, )b = —c
ce qui équivaut a
c = —b
d = a
| a = d
ou encore a
—C
b b
Done M =| “ 7 |eKer(¢p—idg) & M= —
c d —b a

1 0
a +b
0 1

0 1

(0

e L’espace parallelement auquel s’effectue cette symétrie est donné par Ker(¢ + idg).

b b
orM=["“ € Ker(¢ +idg) si et seulement si ¢
c d c d
a = —d
S, L) b=
ce qui équivaut a
c = b
d —a
| a = —d
ou encore a
= ¢
b b 1 0
Done M = | " € Ker(¢p +idg) & M = ¢ =a
c d b —a 0 —

Donc ¢ est la symétrie par rapport a F' et parallelement a

ome((5 (00

Exercice 2.

1) Soient o € R et k € N : par définition,
k-1

[ J(e-9)

o\ ala—1)..(a—k+1) j=0

k) 1x2x..xk k!

-1
2 2 1=1.

7 | _ L

1 2

+\_32x% _3

2 2 8

T\ \_3 X3 X% _ 5

3 6 16

el § 2k

3) Montrons par récurrence que ( /3: ) = (—1)’“45€ (k:')) 5

T

d —c
-b a

)

)



 (28)

4k(k:!)2' Alors

-1
Hérédité : supposons que pour k entier donnd, ( li; ) =(—1)

CE)

(k+1) RS

k—1 1 .

l_[ (7 N ]) = —k

ey by

= Ve 20D

20! (2k 4 1)(2k +2)

N 2k 1) % 2(k+ 1)
(2k +2)!

1 ((k + )2

Conclusion : la propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc

5 2%)!
pourtoutk:E]N,( 2 ):(_1)k( )

— (_ )k+l

+

= (—1)k*!

2 AR (k)2

[ w) -2 — N \k (2k)! P o (W
o O 2 g L )

1
5) Arcsin’(z) = ———= pour tout = €] —1; 1] donc en posant u = —z? dans le développement
) (z) N ] [ p Pl

limité précédent, et en remarquant que Arcsin(0) =0, on a :

4)

. N (2k)! 5 ont1
Arcsin(x) = ;} T2k T 1)x2 +y 9, (a?71)

~ N . 7’ 7’ 7T
6) De méme qu’a la question précédente, en remarquant que Arccos(0) = —
) 2 )

T < (2k)! . .
Arccos(x) = 5~ kz_(:) TRk T I)IZ +1 + o (z21)



