Maths - Chapitre 14
Polynomes

gD Ans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I. L’ensemble K[X] des polynéomes a coefficients dans KK

I.1. Définitions

Définition 14.1
On appelle polynome a une indéterminée et a coefficients dans K une suite
a: N — K d’éléments de K nulle a partir d'un certain rangn € N : Vp > n,a, =0.

Les termes a; de la suite sont appelés coefficients du polynome.

gf Notation

On note P = (ag, a1, ...,a,,0,0,...,0,...). Comme la suite des coefficients est nulle & partir
d’un certain rang, un polynoéme non nul peut aussi étre noté (ag, ay, ..., a,) ol a, est le dernier
terme non nul de la suite a.

Cependant, généralement, un polynome est noté sous la forme :

n
P = E apX* avec par convention X° =1
k=0

X est appelée indéterminée.

L’ensemble des polynémes a une indéterminée et a coefficients dans K est noté K[X].

Remarques

o Il résulte de la définition que deux polynomes sont égaux si et seulement st tous
leurs coefficients sont égaux.

e On appelle polynéme nul le polynome dont tous les coefficients sont nuls.

e On appelle polynémes constants les polynomes dont seul le premier coefficient est
(éventuellement) non nul.

e On appelle mondéme tout polynome qui n’a qu'un unique coefficient non nul ; c’est a
dire de la forme a,X? avec p € N et a, € K.

e Puisque R C C, tout polynoéme de R[X] appartient aussi & C[X]. On adonc R[X] C C[X].
La réciproque est fausse. En effet, P = X — i est dans C[X| mais n’est pas dans R[X].

e Si on ne sait pas quel est le dernier coefficient non nul, et puisque I'on est str que cette

somme comporte un nombre fini de termes, on peut parfois noter P = >} ap X".
keN
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Ex. 14.1 P =(1,0,5,-2,0,...,0,...) est un polynome que l'on notera P = .......................
P =1(0,2,5i,1414,0,...,0,...) est un polynéme que 'on notera P =..............................
P =1(0,1,0,0,...,0,...) est un polynome que 'on notera P =..................cciiiiiiiiiiii....
Attention X désigne un polynome particulier et non une variable !

I.2. Structures de K[X]

Définition 14.2
On munit K[X] :
e d’une addition :
VP = (ag, a1, ...) € K[X], VQ = (bo, b1,...) € K[X], P+ Q = (ap+bo,a1 +0b1,...);
e d’une multiplication par les scalaires de K :
VP = (ag,a,...) € K[X], VA€ K, AP =(\XagA\Xa,..).

Proposition 14.3

(]K[X ], +, ) est un K-espace vectoriel.

[ Démonstration j

Définition 14.4
On munit également K[X] d’une multiplication :
VP = (ao,al, ) S ]K[X], VQ = (bg,bl, ) S ]K[X],

n n

P x Q= (cocq,...) avec YneN, ¢, = Zakbn_k = Zan_kbk = Z a;b;

k=0 k=0 i+j=n

Remarques

e La définition du produit de polynomes est une simple traduction de la multiplication
habituelle. Notamment elle vérifie X x X? = X" pour tous (n,p) € N2
Ceci justifie la convention adoptée X° = 1.

e Au vu de la définition, on peut conclure que la multiplication sur K[X] est commuta-

tive.

Ex. 142 P =14+ X+ X?et Q=2— X +3X2 Calculer P x Q.

Définition 14.5

On munit également K[X] d'une composée :
n

Soient A = > a; X* un polynome de K[X] et P € K[X].
k=0

On définit Ao P par: Ao P = A(P)= > a,P*

k=0
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Remarque
Dans le cas particulier ot P = X, le polynéme A(P) = A(X) est égal au polynome A, c’est

pourquoi on utilise aussi bien A que A(X) pour désigner ce dernier polynome.

Ex. 14.3 La composition consiste simplement a remplacer 'indéterminée X par un polynome.
On considere les polynomes P =1+ X + X? et Q =1+ X.
Calculer P o () puis () o P. La composée est-elle commutative ?

[ Cor. 14.3 j

I.3. Fonctions polynomiales

Définition 14.6

Etant donné un polynome P = ap X" e K[X], on appelle fonction polynomiale associée

K —

A P la fonction P : &

T aRT

M 7 I

b

=0
On notera souvent de la méme fagon un polynome et sa fonction polynomiale associée.

Lorsqu’on passe d'un polynome a sa fonction polynomiale associée, on dira que I'on substitue

r a X dans P ou que 'on évalue P en x.

Remarques

e Les opérations définies précédemment sur ’ensemble des polynomes correspondent a
celles définies sur I’ensemble des fonctions.
En fait, les opérations sur I’ensemble des polynomes ont été définies de sorte a ce
qu’elles coincident avec les opérations sur l’ensemble des fonctions.

e Il y a une différence de mnature entre polynome et fonction polynomiale. Cette
distinction n’est pas un caprice de mathématicien !
Par exemple, deux polynomes ne sont égaux que si tous leurs coefficients sont égaux.
Or cela n’a rien d’évident a priori pour les fonctions polynomiales : existe-t-il deux
fonctions polynomiales f et g correspondant a deux polynomes distincts et telles que,
pour tout réel z, f(z) = g(x)?
Nous répondrons a cette question en cours de chapitre. Pour le moment, il est important
de retenir que égalité de polynomes et égalité de fonctions ont des sens différents :
Deux polynomes sont égaux si et seulement si ... ... ... ... ... ... .......

Deux fonctions polynomiales sont égales si et seulement si ... .....................

I.4. Degré et coefficient dominant
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Définition 14.7

Soit P = > a;X* € K[X] un polynéme non nul.
keN
Le plus grand entier n tel que a, # 0 est appelé degré de P.

Par convention, on définit le degré du polynome nul comme égal a —oo.

a, est appelé coefficient dominant de P et a, X" est appelé terme dominant de P.

Sia, = 1, on dit que P est un polynéme unitaire ou normalisé.

Ex. 14.4 Soit a € R. Quel est le degré de P = (a+1)X? + 37

[ Cor. 14.4 ]

Notation
On note deg(P) le degré de P.

Le coefficient dominant de P est parfois noté cd(P).

Remarques
e Si P n’est pas le polynome nul, deg(P) = max{k € IN,ax # 0}. Cette définition a un

sens car {k € IN,a # 0} est une partie non vide majorée de IN. Elle admet donc un
plus grand élément.

e Les polynomes de degré 0 sont les polynomes constants non nuls.

Théoréme 14.8 (Degré d’une somme, d’un produit)

VP e K[X],VQ € K[X], VX € K*
e deg (P + Q) < max (deg P,deg Q) avec égalité lorsque deg(P) # deg(Q).
e deg (A\.P) =degP;
e deg (P x Q) = deg P+ deg Q.

[ Démonstration ]

Ex. 14.5 Trouver deux polynomes P et () tels que : deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q))

[ Cor. 14.5 ]

Ex. 14.6 Soient (P, Q) € K[X]? montrer que: PQ=0 < [P=0 ou Q=0].

[ Cor. 14.6 j
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Remarque

Il faut bien faire la différence entre le fait qu'un polynome s’annule (son évaluation en un

scalaire est nulle) et le fait qu'un polynome est nul (tous ses coefficients sont nuls).
Par exemple, si (X —a)P = 0, alors P = 0 bien que X — a s’annule en a. Ce qui compte, c’est
que X — a n’est pas le polynome nul.

L5. K,[X]

Notation

Vn € N, on note K, [X] le sous-ensemble de IK[X] formé des polynémes de degré inférieur

ou €égal a n.

X, 1.7 Ry X = oo .
Ex. 14.8 Soit P € Ry[X]. Montrer qu'il existe (c, 8,7) € R? tel que :
P=a+81+X)+vy(1+X+ X?

Que peut-on en déduire concernant la famille (1,14 X, 1+ X + X?)?

[ Cor. 14.8 j

II. Multiples, diviseurs et racines d’un polynome

I.1. Divisibilité et division euclidienne dans IK[X]

Définition 14.9 (Divisibilité)
Soient (A4, B) € K[X]?. On dit que B divise A s'il existe Q € K[X] tel que A = BQ.
On dit aussi que B est un diviseur de A ou que A est un multiple de B.

Notation
| On note B|A lassertion « B divise A ».

Ex. 14.9 Dans R[X], (X + 1) | (X2 = 1) Car oooniiiit e

Théoréme 14.10 (Division euclidienne)

A=BQ+R
deg R < degB
On appelle A le dividende, B le diviseur, () le quotient et R le reste.

[ Démonstration j

Ex. 14.10 Effectuer la division euclidienne de A par B lorsque :
o K[X]=R[X]avec A=X*"—X?+1et B=X?+X—1.
e K[X]=C[X]avec A=X*+iX +1et B=iX*+1.
o K[X|]=R[X]avec A=X +2et B=X>+8X + 1.

V(A, B) € K[X]? avec B # 0, 3(Q, R) € K[X]? tels que
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[ Cor. 14.10 ]

Corollaire 14.11

Pour B € K[X] non nul, le reste de la division euclidienne de A par B est nul si et seulement
si B divise A.

I1.2. Racines (ou zéros) d’un polynome

Définition 14.12
Soient P € K[X] et a € K. On dit que a est une racine (ou un zéro) de P (dans K) si
P(a) =0.

f Important !

La précision « dans KK » peut avoir de I'importance : le polynome X2 4 1 admet des racines

dans C mais pas dans R.

Remarque

| Un polynome a coefficients réels de degré impair admet nécessairement une racine réelle

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (voir exercice 7?7 de la feuille d’exercices).

Théoreme 14.13
Soient P € K[X] et a € K.

Le reste de la division euclidienne de P par (X — a) est le polynome constant P(a).

En particulier : « est une racine de P < (X — )| P.

[ Démonstration j

Ex. 14.11 Soit Q = X3 — 10X? + 29X — 20. Trouver les racines de Q.

[ Cor. 14.11 ]

\

é -
¥ Méthode : Calculer le reste d’une division euclidienne

Pour calculer le reste de la division euclidienne de A par B avec B # 0, on écrit A = BQ) + R
deg(B)—1
avec R= > a;X*. On évalue ensuite en les racines de B (si on les connait). En effet, si a
k=0
est une racine de B, alors A(a) = R(a). Ceci nous permet de déterminer les coefficients de R.

Ex. 14.12 Déterminer le reste de la division euclidienne de X1 — X5 par X2 — 3X + 2.
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[ Cor. 14.12 ]

Corollaire 14.14 (Trés important!)

e Tout polynéme non nul de K,[X] avec n € IN possede au plus n racines deux a deux
distinctes.

e Tout polynome non nul possede un nombre fini de racines.

e Si deux fonctions polynomiales coincident sur une partie infinie de IK alors les polynomes
associés sont identiques.
En particulier, deux fonctions polynomsiales sont égales si et seulement si les

polynoémes associés sont égaux.

[ Démonstration ]

@M Méthode : Prouver qu’un polynéme P est nul

Pour prouver qu'un polynome P est nul, il suffit de prouver que P possede une infinité de

racines ou que P possede deg(P) + 1 racines.

Ex. 14.13 Soit P € K[X] tel que P(X + 1) = P(X). Montrer que P est constant.

[ Cor. 14.13 ]

ITI. Polynome dérivé et racines multiples

ITI.1. Dérivées d’un polynome

La notion de polynome dérivé est purement formelle. Elle correspond simplement a la notion de

dérivation des fonctions polynomiales que nous connaissons.

Définition 14.15

Etant donné P € K[X], on appelle polynome dérivé de P le polynome associé a la dérivée de
la fonction polynomiale de P.
n

Pour P = > a; X", alors P’ =
k=0 k

k:aka_l.

n
=1

gf Notation
On note P’ ou PY le polynome dérivé de P et on définit de méme les polynomes dérivés
successifs P” = P® et VkE € N, PU+D) = (p(k))'.
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Proposition 14.16

Linéarité de la dérivation :
(P+Q) = P +Q
V(P,Q) e K[X]?, VAeK, et

(A\-P) = \-P

[ Démonstration ]

Proposition 14.17

Dérivation d’un produit :
V(P,Q) e KIX]?, (PQ) =PQ+ P

Proposition 14.18

Formule de Leibniz de dérivation d’un produit P() de polynomes :

Y(P,Q) e K[X]?, (PQ)™ = i (Z)p(k)Q(n—k) _ i (n)P(n—k)Q(k)

k=0 k=0 k

Proposition 14.19

Formule de Taylor : Soit P € K[X] de degré n € IN et a € K un scalaire. Alors on a :

n pk)(g
P(X):ZP ( )(X—a,)’“

l
e

[ Démonstration ]

II1.2. Multiplicité d’une racine

Définition 14.20

Soient P € IK[X] et a € K. On appelle multiplicité de o dans P le plus grand entier n € IN
tel que (X — a)"|P.

En particulier (X — a)"*! ne divise pas P.

Remarque

| Une racine de multiplicité 0 de P n’est pas une racine de P!

Proposition 14.21

De facon évidente, a est une racine de P si et seulement si sa multiplicité dans P est supérieure
a l.
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Ex. 14.14 Quelles sont les racines réelles et leur multiplicité pour le polynome

P=(X*-1)(X*-1)

[ Cor. 14.14 ]

IT1.3. Caractérisation de la multiplicité d’une racine

Théoréme 14.22

a est une racine de multiplicité m € IN* dans P € IK[X] si et seulement si
P(a) = P'(a) = ...= P™V(a) =0 et P (a) £ 0.

[ Démonstration j

Ex. 14.15 Montrer que pour n € IN, 1 est racine de P avec P = X?" ™1 —(2n+1) X" +(2n+1) X" —1
et donner sa multiplicité.

[ Cor. 14.15 ]

IV. Factorisation des polynomes

IV.1. Polynomes scindés sur K

Définition 14.23

Un polynéme P non nul est dit scindé sur K §’il s’écrit comme produit de polynomes de K[X]
de degré inférieur a 1.
Autrement dit, P est scindé sur IK lorsqu’il existe A € K* | n € IN* et (a1, as,...,q,) € K”
tels que :

P=XX—-a1)(X —ag)... (X —ap).

Ici les racines de P notées aq, as, ..., a, ne sont pas nécessairement distinctes.

f Important !
| Un polynome peut étre scindé dans C[X] sans 'étre dans R[.X]!
Exemple : P = X2 4 1 o=

Remarque

Autrement dit, un polynome P de degré n € IN* est scindé sur KK lorsqu’il admet des racines

dont la somme des ordres de multiplicité vaut n.
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IV.2. Relation coefficients-racines d’un polynome scindé.

Proposition 14.24

n

Soit P = E ap X" scindé sur K et xy, 1o, ..., ¥, € K ses racines.

k=0
. 2 apn—1
e La somme des racines de P est donnée par : >, x = — .
k=1

n
n a
e Le produit des racines de P est donné par : [ ] ap = (=1jr=.
k=1 On

[ Démonstration j

Ex. 14.16 Déterminer P le polynome unitaire de degré 3 dont la somme et le produit des racines
valent 6, et dont la somme des coefficients est nulle.

[ Cor. 14.16 ]

Remarques

e En particulier, si P = aX? 4 bX + c alors :

) b
la somme des racines vaut : S = ——.

a
Cc

le produit des racines vaut : P = —.

a
e Inversement, soient x; et xy deux réels avec S leur somme et P leur produit.
Alors 7 et x4 sont solutions de X? — SX + P = 0.

17
Ex. 14.17 Trouver deux nombres dont la somme vaut 5 et le produit vaut 4.

[ Cor. 14.17 ]

IV.3. Cas particulier des racines lorsque K = C

Théoréme 14.25 (Théoréme de d’Alembert-Gauss - Admis)

Tout polynome de C[X] de degré supérieur ou égal a 1 posséde au moins une racine dans C.

(" Démonstration hors programme ]
-

Corollaire 14.26

Tout polynome P € C[X] est scindé sur C : P = \| | (X — o)™

T

k=1
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| Ona: >, my =deg(P). ‘
k=0

[ Démonstration ]

Proposition 14.27

Soit P un polynome a coefficients réels (donc P € R[X] C C[X]).

Si a € C est une racine complexe de P alors son conjugué & est également racine de P.

[ Démonstration ]

Remarque
Attention, la proposition précédente est fausse pour P € C[X]!

Par exemple i est racine de P = X — i € C[X] mais pas i = —i.

Ex. 14.18 Soit P = X%+ X3 —10X? +2X — 24.
Vérifier que V/2i est racine de P, et en déduire toutes les racines de P.

[Cor. 14.18 ]

IV.4. Polynomes irréductibles et factorisation dans C[X| et dans R[X]

Définition 14.28 (Polynoémes irréductibles)
On dit que P € K[X] est irréductible si deg P > 1 et si les seuls diviseurs de P sont les

polynomes de la forme AP avec A € IK* et les polynomes constants (non nuls).

Ex. 14.19 Déterminer tous les diviseurs de P = X2 + 1 dans R[X] puis dans C[X].

[ Cor. 14.19 ]

Remarque

| Par définition, les polynomes de degré 1 sont tous irréductibles dans K[X].

Ex. 14.20
1) Factoriser P = X* + 1 dans C[X].
2) En déduire que P n'est pas irréductible dans R[X].

[ Cor. 14.20 j
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Proposition 14.29 (Classification des polynémes irréductibles)

e Les seuls polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes du premier degré.

e Les seuls polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes du premier degré et les

polynomes du second degré a discriminant strictement négatif.

[ Démonstration j

(" Factorisation des polynomes h
e On a déja vu que pour P € C[X], la factorisation de P dans C[X] est de la forme :
P =2\ ]_[ — )" ou
* A est le coefficient dominant de P (c’est a dire du terme de plus haut degré)
* Vk e {1,2,...,r}, o € C est racine d’ordre my, de P.
% On a toujours : Z my, = deg(P).
e Soit P € R[X]. La factorlsatlon de P dans R[X] est de la forme :
T p
P=A l_[(X — o)™ l_[(X2 —p; X + ;)b ol
k=1 j=1
* A est le coefficient dominant de P (c’est a dire du terme de plus haut degré).
* Vk e {1,2,...,r}, ap € R est racine d’ordre my, de P.
*x Vje{1,2,...,p} les discriminants (A = p? — 4q;) vérifient A < 0.
L *x Vje{1,2,...,p}, l; € N* est un exposant entier. )

Ex. 14.21 Soit P = X* +3X? +4X +2.
1) Factoriser P sous forme de polynomes irréductibles dans R[X].

2) Factoriser P sous forme de polynomes irréductibles dans C[X].

[ Cor. 14.21 j

Ex. 14.22 Pour n € IN avec n > 2, on note ° = X" — 1.

1) Décomposer P en produits d'irréductibles dans C[X].

2) Montrer que, pour n € IN*, la somme des racines n-iemes de 'unité est nulle.

[ Cor. 14.22 ]
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