Exercices de révision

I. Calcul littéral, calcul différentiel

Ex. 2.5 Soit n € IN*.
- k n o
1. Montrer que Z(—l) ( 1 ) = 0.

k=0
n n
4 : . L n __on—1 n __on—1
2. Déduire de la question précédente que Z ( I ) =2 et Z ( I ) =2""
k=0 k=0
k pair k impair
"o\ ., natt = (n4 Dat 41
3. Montrer que pour x € R\{1}etn € N*ona S, (x) = k 1 = )
que p \(1) @ =7 ) =

k=1
4. Donner une expression simplifiée de S, (1).

5. Montrer queZ( ]; ):(Zii )

k=p
6. En éerivant k% = k(k — 1) + k et en utilisant la question précédente,

< 1)(2 1
montrer que Z k= nn + )6( nt )
k=1

Ex. 2.6 Donner I'ensemble de définition, 'ensemble de dérivabilité et la dérivée des fonctions

suivantes :

Fonction Solution
fx—xe” définie et dérivable sur R, f'(z) = (x + 1)e”
fix—In|ln(x)| définie et dérivable sur |0; 1[ et sur |1; +o00[, f'(x) = n(7)
xIn(z

1 . 1
f: 23;—:_ 5 définie et dérivable sur ]—oo; _7‘5[ et sur ]_737 +oo[, f(x) = m

x
froxm=vVar+1 définie et dérivable sur R, f'(x) = ———
@)= e
frx—V2z définie sur Ry, dérivable sur RY , f'(z) = —
j:\2/ 2x
f x> Arccos (222 — 1 définie sur [—1; 1], dérivable sur | — 1;0[ et |0; 1], f/'(z) = ——
( ) [—1; 1] ] [et JO; 1], /() Vi

Déduire de Pexpression de la derniere dérivée que Arccos (22% — 1) = +2 Arccos(z) + cte on 'on
identifiera la valeur de la constante suivant Uintervalle I; =] — 1;0[ ou Iy =|0; 1] auquel appartient
x. Que se passe-t-il pour x =07

Ex. 2.7 [x] Soient f:z—In(z+ Va2 +1)et g: oz In(z+ Va2 —1).
1. Ensembles de définition et de dérivabilité de f et g7

2. Montrer que lorsque ces expressions ont un sens
1
fla) = ——=cet ¢'(z) = ——.
vaz+1 Va?—1
3. Montrer que f et g sont des bijections de leur ensemble de définition sur un intervalle a
préciser.
On note u = f~! la bijection réciproque de f et v = g~ ! celle de g.



Calculer ) — ¢f(-%) et en déduire que u = sh.

5. Montrer que lorsque cette expression a un sens, ¢” — v(z) = y/v(z)? — 1 et en déduire que

v+ v =e".

. Résoudre ¢’ + y = ¢” et donner une expression simple de v(x) lorsque cette expression est

définie.

II. Nombres réels, nombres complexes, suites

Ex. 2.8 [+] Soient a,b € RY tels que a < b.

1.

b
Montrer que a < a;— < b.
b
. Montrer que a < Vab < a—2|— .
a+b 2
On note A(a;b) = 5 et H(ajb) = T
a b
1 P
Montrer que H(a;b) = m et en déduire que a < H(a;b) < Vab.
a b

. . , N un + UTL
Soient u et v les suites définies par ug = a, vg = b, U, 11 = JU,V, €t UV, 11 = )

Montrer que u et v convergent vers une méme limite (que ’on ne cherchera pas a expliciter).
On note M (a;b) la limite commune des suites u et v.

a+b

. Montrer que vVab < M (a;b) < 5

a+b

. Montrer que M(\/@, 5 ) = M(a;b).

Soient x et y les suites définies par xg = a, yo = b, Ty 1 = H(2p;Yn)s Ynt1 = A(Tn;yn)-
Montrer que les suites x et y convergent vers une méme limite que 1’on explicitera.

‘ n-+1 n
Ex. 2.9 Montrer que pour tout entier n € IN, n! < 5 .

Dans quels cas I'inégalité est-elle stricte ?

Ex. 2.10 [*] Pour n € N, on définit P, : x €] — 1; 1] cos (n Arccos(x)) et

Qn:x

sin (n Arccos(x)) .

V1—a2

€l —1; 1~

Dans tout ce qui suit, z €] — 1;1[.

1.

2.

O N o O W

Montrer que Py(z) =1, Pi(x) = z, Po(z) = 22% — 1 et calculer Qy(x), Q1(z) et Qa(x).
_n[)n(x) + JL'Q,L(ZE)
1— a2 '

Montrer que pour tout n € N, on a P} (z) = nQ,(z) et @, (z) =

Montrer que pour tout n € N, P, 1(x) = 2P, (z) — (1 — 2?)Q,(x).
Montrer que pour tout n € N, Q,,41(z) = zQ, () + P, (z).

Pour n € N, que vaut B, 1(z) + (1 — 2%)Q,11(x) ?

Montrer que pour tout n € N, P, o(x) = 22P,1(x) — P,(x).
Calculer P5, Py, P5, Py ainsi que @3, Q4, @5, Qs.

Exprimer pour « € [0; 7] (et avec un minimum d’effort!) cos(6«) en fonction de cos a.
L’expression obtenue est-elle valable pour a réel quelconque ?



ITI. Espaces vectoriels

Ex. 2.11 Dans le R-espace vectoriel R? on pose F = (u,v,w) avec
u=(1,-1,1),0=(0,~1,2),w = (1,-2,3)

1. La famille F est-clle liée 7 Déterminer une base de Vect(F).
2. Soit G = {(z,vy,2) € R®, 2 +2y+ 2 = 0}. Donner une base de G. Montrer que G = Vect(F).

Ex. 2.12  Donner le rang de la famille F = (uy, ug, u3, ug) du R-espace vectoriel R® et une base
de Vect F avec
up = (1,-2,1,3,-1)

uy = (—2,4,-2,—6,2)
ug = (1,-3,1,2,1)
ug = (3,-7,3,8,—1)

T
n

Ex. 2.13 [*] Pour n € IN, on définit P, : 2 € R+ ( ) eR
et P, € R[X] le polynome associé.
1. Calculer Fy, P, P et Ps.
Montrer que 1'on a bien P, € R[X] et préciser le degré et le coefficient dominant de P,.
Montrer que B = (Fy; Pi; P2; P3) est une base de R3[X].

Exprimer X? dans la base B.

ARl

Montrer que pour tout couple (n;p) € IN*, on a

€ IN?,
p ~ ~
> Pu(k) = Puia(p +1)

k=0

P
6. A l'aide des questions précédentes, calculer Z k3.
k=1
7. Conjecturer une généralisation des résultats des questions Q3 a Q6 a R,,[X] pour n entier
positif quelconque.

Ex. 2.14 [*] Pour n € N et a € R, on définit £ = R,,[X] et

| E Rn-ﬁ-l
w'{ P o (Pla); Pl(a);.; P™(a))

1. Montrer que ¢ est linéaire.

2. Calculer Ker(2)).

Remarque : on pourra s’éviter des calculs en pensant a une formule bien connue...
3. Que peut-on déduire des deux questions précédentes concernant v ?
4. Dans ce qui suit, on pose n =3 et a = 1.
A. Donner I'unique polynoéme de R3[X] vérifiant P(1) =1, P'(1) = P"(1) = 0 et PO(1) =
6.

On donnera les coefficients de ce polynome.
B. Quels sont les polynomes de Ry[X] vérifiant P(1) = 1, P'(1) = P"(1) = 0et PO)(1) =67

On explicitera les coefficients de ces polynomes.



