Maths - TD n° 3

Suites récurrentes, convexité

~

Etude des suites récurrentes

Soit ug € R, upt1 = f(u,) une suite définie par récurrence associée a une fonction f réelle de la variable réelle.
Les résultats suivants sont hors-programme : il faut les redémontrer pour chaque exercice sur les suites
récurrentes, mais ils fournissent des méthodes pour 1’étude de ces suites.
e Pour que l'existence de la suite u soit garantie il faut montrer que uy appartient & un intervalle 1
stable par f c’est-a-dire tel que Vx € I, f(x) € 1.
On considére donc dans ce qui suit que f: I — 1.
e Si f est croissante sur I alors u est monotone. Plus précisément :
* siug = ug, cest-d-dire si g(ug) = f(ug)—ug = 0, et si f est croissante sur I alors u est croissante ;
* siuy < up, cest-a-dire si g(ug) = f(ug) —up <0, et si f est croissante sur I alors u est décrois-
sante.
On peut conclure & la stricte monotonie de u si f est strictement croissante et si g(ug) # 0.
e Si f est décroissante sur I alors u n’est en général pas monotone (la seule exception venant de
la possibilité que u soit constante).
Cependant f o f est alors croissante et on étudie séparément la monotonie des termes de rangs pairs
et de rangs impairs de la suite en utilisant le point précédent.
o Si f est continue sur I et si la suite u converge vers [ alors | est un point fixe de f c’est-a-dire

9 vérifie f(1) = 1. )

.1. Exemples d’étude de suites récurrentes

Vo =1
Unt1 = ’I”(Un) = 2\/ v, +1 '

1. Etudier la fonction 7 et montrer que son ensemble de définition est stable par 7.

Ex. 3.1 Soit {

2. Démontrer que v est bien définie.

Ci-contre la représentation graphique de la suite

v.

Pour obtenir une telle représentation graphique, ’
on trace d’abord les représentations graphiques .
y=uxety=r(x).

On place alors vy = 1 sur 'axe des abscisses et 3
on obtient v; = r(vg) comme 'ordonnée du point
d’abscisse vy de la représentation graphique de r. 2

Pour placer v; en abscisse, il suffit de prendre
I’abscisse du point d’ordonnée vy de la représen-
tation graphique de la droite d’équation y = x.

On peut alors recommencer le méme processus fﬁ' B

pour représenter vy, vs etc. ..

3. Montrer que v est monotone.

4. BEtudier la convergence de la suite v.
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Ex. 3.2 Soit { o

, 1

1. Etudier la fonction f et montrer qu’il existe un intervalle de définition qui contient 3 et est
stable par [.

2. Démontrer que w est bien définie.

3. Représenter graphiquement f sur Uintervalle trouvé a la premiere question, ainsi que les
premiers termes de la suite w.

4. w est-elle monotone ?

5. Etudier la convergence de la suite w.

t €
Ex. 3.3 (Cor.)  On définit la suite ¢ par 0 2
b1 = h(tn> = In +1

Montrer que ¢ est bien définie.

Tracer dans un meme repere la représentation graphique de h et de la premicre bissectrice.
Résoudre I'équation h(x) = .

Montrer que ¢ est croissante et en déduire ses comportements asymptotiques possibles.

On suppose ty € [0;2]. Que peut-on en déduire ?

A

Etudier le comportement de ¢ lorsque ¢ ¢ [0;2].

Ex. 3.4 (Cor.) Oral Mines Etudier la suite s définie par sy = setVne N, s,y =1—s2.
[Indication : I'exercice a été donné sans question intermédiaire.

On pourra utiliser comme plan d’é¢tude : étudier k : z — 1 — 22 et montrer que k([0; 1]) = [0; 1],
représenter graphiquement k et la premiere bissectrice puis ¢tudier les termes de rang pair et impair
de la suite s pour parvenir a une conclusion.]

Ex. 3.5 (Cor.) [«x]  f désigne une application continue et strictement croissante, du segment [0, a]
dans R, qui vérifie : f(0) =0 et Vx €]0,al, f(z) < .

On suppose, en outre, que l'on a au voisinage de 0, f(z) Raons

On considere des suites (ap), o €t (bn),c telles que : ay €]0,a] et by €]0, a] et, pour tout élément
n de N* a,.1 = f(a,) et by = f(by).

Montrer que 'on a a,, ~ b,.
n——+00

.2. Convexité

1 1
Ex. 3.6 Soient p €]1;400[,q €]1;400[ tels que — + - =1et a € R, b€ RY.
P 4q

Montrer que
1 1
ab < —a? + =1
P q

Ex. 3.7  En utilisant le résultat de I'un des exercices du cours, montrer que

Val,ag,bl,bg S Ri, \/(al + b1>(a2 + b2> 2 v/ a109 + b1b2



Cor. 3.3 :

1.
2.

Sito=3

2
T
h:xz— T + 1 est définie sur R. Donc R est un intervalle stable. Donc la suite ¢ est bien définie.

h est décroissante sur R_, croissante sur Ry (par affinité et translation d’une fonction de référence). On
donne ci-dessous 3 représentations graphiques de h, la premiere bissectrices et les premiers termes de la
suite ¢t pour différentes valeurs de tg.

Sit=}

251 Sit=34

2.04

0.54
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3. hz)=z o2’ +4=dz e (z -2 =02=2.

4. On a déja vu que h est décroissante sur R_ et croissante sur R . Donc h passe par un minimum 1 en z = 0.

Comme h est continue, h(R) = [1; +00[. Notamment, R est un intervalle stable par h.

Si tg < 0 alors t1 > 0 et, d’apres la remarque précédente, tous les termes de la suites sont alors positifs.
On peut donc considérer que la suite est a termes positifs quitte a commencer au rang 1.

Supposons donc ty > 0. Comme h est croissante sur R, la suite ¢ est monotone.

(z—2)°
1

Si de plus elle est majorée, alors elle est convergente.
St au contraire elle n’est pas majorée, alors elle diverge vers +oc.

Or, d’apres la question précédente, h(z) — z = > 0. Donc la suite t est croissante.

. On suppose ¢, € [0;2].

h est croissante sur [0;2], et A(0) =1, h(2) = 2. Donc [0; 2] est un intervalle stable.
Donc la suite ¢ est croissante et majorée par 2, elle est donc convergente.
Comme de plus h est continue ct possede un unique point fixe 2, on a

ngrj}oo tn = 2

. Supposons ty > 2. La suite ¢ est croissante d’apres la question 4.

Montrons par l’absurde qu’elle n’est pas majorée : supposons qu’elle est majorée. Alors elle serait conver-
gente, et comme h est continue, convergerait vers un point fixe de h.

Or h possede un unique point fixe 2.

On aurait donc

lim ¢, =2 d’une part et
n—-+oo

Vn € N, t,, > tg, donc lirf t, = to > 2 d’autre part, ce qui est absurde.
n—+00
Donc t n’est pas majorée et lim,_, o0 t,, = +00.
Enfin, par parité de h, si tg < 0, t; > 0 et on se ramene a I'un des deux cas précédents suivant que ¢y € [0; 2]
ou t1 €]2; +ool.

Cor. 3.4 : Soit f:z € [0;1] — 1 — 22
f est définie, continue et dérivable sur [0; 1] et

f'(x) =

—2z donc f est strictement décroissante sur [0; 1].

Or f(0) =1et f(1) =0 donc f([0;1]) = [0;1].
De plus, sg = 3 € [0; 1], donc la suite s est bien définie d’une part, et Vn € N, s,, € [0; 1] d’autre part.

La suite s est donc bornée.



f étant strictement décroissante on étudie les sous-suites extraites de rang pair et impair et pour cela, on étu-
die h= fof.

Vz € [0;1],h(z) =1— (1 - 172)2 =272 — 2.

W (z) = 4o — 42% = 42 (1 — 2?) = 4o f(z) > 0 puisque z € [0; 1] est positif et f(z) € [0;1] aussi.

Donc h = f o f est croissante, donc les suites (s2y,)nen €t (S2n+1)nen sont monotones.

—1_1_3
51—1 49—4.
S9=1—- 2 =" <38 =1
2 16 1g 16 2"
6a—1_ 4b 3ot JT102 7 3
3 256 256 ~ 256 _ 4°

Finalement, (s25,)nen est done strictement décroissante et (S2p,4+1)nen €St strictement croissante.
Ces deux suites étant bornées, elles convergent vers un point fixe de h (car h est continue).

Cherchons les points fixes de h :

h(z) =z < 2* 222 +2 =0 z(2® — 2z + 1) = 0 avec 1 pour
racine évidente du second facteur.

Donc h(z) =z < z(z — 1)(z? +2 — 1) = 0.

Bonus : représentation graphique de la suite

A = 1+4 = 5 ce qui conduit donc aux 4 points fixes 01 7=
~
0'1.—1+\/5,—1—\/5 Sy
3 Ly 92 ) ) . 0.8
La derniere racine n’est pas dans l'intervalle [0; 1] donc ne peut pas
étre limite des deux suites extraites. 0.6
—1 R o . '
De méme ]%,%[ ne peut étre limite des deux suites
extraites. 0.4 .
Finalement, lim so, = 0 (décroissante, bornée par 0 et sg = %, la \
n——+o0o \
seule limite possible est 0) 02+ \
et lim so,41 = 1 (croissante, bornée par s; = % et 1, la seule limite \
n—-+oo \
possible est 1). 004 =
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Les deux suites extraites convergent vers des limites distinctes,
donc s diverge.

Cor. 3.5 : Le cas ot a; = b; étant évident, on peut supposer a; < by (le dernier cas se traitant de maniere
identique).

f étant strictement croissante et comme Va €]0;a],0 < f(z) < z, on obtient immédiatement que les deux suites
sont bien définies et strictement décroissantes.

Comme elles sont de plus minorées par 0, elles convergent. f étant continue, la limite est 0, unique point fixe de f.
Notamment, dp € IN*,0 < bpy1 < a1 < by (car b converge vers 0).

On démontre alors par récurrence que

(E):VneN"bpipn < a, <by

Or f(z) ~oE et b, njoo 0 donc f(by) =bpt1 ~ by

z— n—r+00

A nouveau, une récurrence sur p permet de montrer que, Vp € IN*, by, e by,.

La suite b étant strictement positive, on déduit de Pencadrement (E) que

bypin "
Vn € IN*, 2 9

bn, bn,
puis, de 'équivalent b, ot b, et du théoreme des gendarmes que
n—-+0oo
) a
lim —=1
n—-+oo bn

c’est-a-dire, par définition, que



