Maths - DM n°5 - Pour le vendredi 11 avril,

Correction DM n°5
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5)

Exercice 1.

Soit P € F, QQ € E, et \, i deux réels.
GNP +pQ) = (AP +pQ)(wo); AP + pQ)(21); s AP + pQ)(2,))

= (AP(x0) + pQ(w0); AP (1) + pQ(21); ... AP () + Q) )
= A(P(x0); P(x1); i P(xn)) + p(Q(z0); Q(1); .. Q1))
= 26(P) + (@)

Donc ¢ est lincaire.

Soit P € Ker(¢).

Par définition de ¢, on a donc P(zg) = P(z1) = ... = P(z,) =0.

Donc P possede n + 1 racines réelles distinctes.

Or P est de degré inférieur ou égal a n : donc P est le polynéme nul.

Donc Ker(¢) = {0}.

Donc ¢ est injective.

Comme de plus dim (R,,[X]) = dim (R"™!) = n + 1, ¢ est un isomorphisme de R,,[X] dans

RmHL,

Par définition des bijections, d’apres la question précédente, on peut donc affirmer que

pour tout (yo; y1;...; ¥n) € R™, il existe un unique polyndéme P € E tel que
O(L) = (Yo; Y1; -3 Yn)-

Considérons le systeme

Ao+ zoA 4+ zihe A+ -+ I = Yo

Ao + 1'1)\1 + .I'%AQ + -+ ZE?An = U1
Sll .

No + T A+ 22 A+ -+ TN, = Y,

d’inconnues (A\o; Ai;...; \,) € R

La premicre ligne peut se rééerire P(zg) = yo ot P = Ao+ M X + Mo X% + ..+ A, X"

De méme, la seconde ligne peut se rééerire P(x1) = yp, la troisieme P(xq) = ys, ete...
Finalement, le systeme est une rééeriture de ¢(P) = (Yo; Y1; -3 Yn)-

Or d’apres la question précédente, pour tout (yo;9s;...;4,) € R il existe un unique
polynome P € E tel que ¢(P) = (Yo; Y15 -3 Yn)-

Donc ce systeme possede une unique solution.

Considérons le systeme
)\0 + )\1 + )\2 + -+ )\n = Yo
S Todo + 1A+ xA + - 4+ TN, = yg
2 ¢ .



d’inconnues (Ao; Ar;...; A\,) € R

On peut I'écrire sous forme matricielle AA =Y ou

1 1 --- 1 Ao o
To T1 -+ Tp A

A= .0 ' ) . , A= _1 est le vecteur inconnu et Y = Y
O A An Yn

Or on a vu a la question précédente que Sy possede une unique solution.
Et S; s’écrit matriciellement ATA =Y.

Donc AT est une matrice inversible, donc A est aussi inversible, donc S, possede une unique

solution.
1 1 1
Application numérique : soit A=| 1 2 4 | € M;3R).
1 -1 1

On reconnait une matrice du meéme type que celle intervenant dans le systeme S; de la
question 4, en posant g =1, x1 = 2 et 19 = —1.
Donc A est inversible.

Calculons A~ ! :

1 1 1 =z 1 1 1 =z 1 1 1 x
124yf;013y—$f50—20 Z—
1 -1 1 = 0 -2 0 z—z 0 0 6 2y—20+2z—=x
o 100 x_x;z_Qy—?)x—i-z
Done | 12 4y |~| 010 xéz
1 -1 1 2 00 1 2y—6x+z
1 -1/3 1/3
Donc A ' =1 1/2 0o —1/2
-1/2 1/3 1/6
D’apres la question 4), P'unique polynome P € Rp[X] tel que P(1) = 2, P(2) = —1 et
P(—1) =1 est le polynéme P = a + bX + cX? ol a, b, ¢ sont les solutions de
a 2
Al b | =] —1
c 1
2 8/3
Donc| b |=A1f -1 |=] 1/2
c 1 —7/6
. . . 8§ 1 7
Donc 'unique polynome solution est P = 3 + §X — EXQ.
u + v + w = 2
De méme, le systéme § uw + 20 — w = —1 est associé & AT donc son unique solu-

u + 4dv + w =1
tion est donnée par :

U 2 2
v =AY 1 =@t
w 1 1



U 1
Donc | v |={ —1/3
w 4/3
F - R
P (P(0); P(0); (1))

De la méme maniere que dans les trois premieres questions, on montre que v est linéaire,

Soit I' = Ry[X] et 1 : {

puis que son noyau est réduit au polynome nul.

a =0
En effet, soit P = a + bX + cX? (P) = (0;0;0) < { b = 0 ce qui conduit
a+b+c = 0

immdédiatement au résultat.

On en déduit, comme dim(F) = 3 = dim (R?), que 1) est un isomorphisme, donc pour tout
(u,v,w) € R3, il existe un unique polyndéme P tel que (P) = (u;v; w).

Application numérique :

e Pour P(0) =1, P'(0) =2 et P(1) =3, on trouve immédiatement P =1+ 2.X.
e Pour Q(0) =0, Q'(0) =1 et Q(1) =2, on trouve immédiatement Q = X + X2,

Exercice 2.

xT

Pour que f(x) soit défini, il faut que ¢ > (0 d’une part, et que = # 0 d’autre part.

x
Or, Vo > 0,¢” > 1 (car exp est strictement croissante), et Vo < 0,¢e* < 1.

et —
Donc Vz € R*,

> 0.

Pour montrer que f se prolonge continiment en 0, calculons la limite de f(z) en 0.
l+z+4+ o (z)—1
f(z) =n v 20 - ln(l + o (1)) )
T—

€T z—0

Donc f est prolongeable par continuité en posant f(0) = 0.

Montrer que f est de classe C! sur R* comme quotient et composée de fonctions de classe

Cl
ze®—(e®—1)x1

— 1e* 41
De plus, Vx € R*, f'(x) = ;il = (3333 (e:c>e_ 1—;

Est-elle de classe C! sur R ?

Calculons la limite de la dériyée en 0 :
(z — 1)e* + 1 —14+22-Z+ o (2°)+1 35+ o (1)

_ z—0 _ z—0
x(er —1) 332+zgo(3:2) 1+zgo(1)’
1

Donc lin%) f(x) = 5
r—
Donc d’apres le théoreme de limite de la dérivée, f est dérivable en 0 et

1
/ 13 / I
Donc f est de classe C'(R).
Soit g:z € R— (z —1)e” + 1.
Montrons que Vz € R, g(z) > 0.
Etudions les variations de g, qui est de classe C>(R).

Ve e R, ¢ (z) =¢"+ (z — 1)e* = ze” qui est du signe de z.



Donc g est strictement décroissante sur R, strictement croissante sur R, et passe donc
par un minimum global en 0.

Org(0)=-1+1=0.

Donc Vx € R, g(z) = 0.

5) D’apres les deux questions précédentes, f est donc strictement croissante sur R puisque [
est du signe de son numérateur g (car = et ¢* — 1 sont de méme signe comme nous 1’avons
vu a la question 1) qui est strictement positif sur R* et ne s’annule qu’en 0.

On a donc le tableau de variations suivant :
Valeurs de x —00 0 +00

Signe de [’ @ % @
Variationsde f | —o0o 2~ 0 7~ +4oo

6) Résolvons I'inéquation d’inconnue z € R @ f(z) <z

e —1
fo)<z & < e¥ car exp est strictement croissante bijective
x
e(l—x)—1
& —— <0
x
—g(x
o 9@
x
&S 20

Donc f(z) < z si et seulement si z € R

0.0

—0.5 1

-1.01

—~1.54

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Partie B : Etude de la suite u



8)

10)

11)

Supposons ug > 0. Alors, d’apres les questions 4) et 6), uy = f(ug) < ug. Par ailleurs,
d’apres la question 5), u; = f(ug) > 0.

Ceci initialise la proprié¢té Vn € IN, 0 < upqq < uy,.

Hérédité : supposons que pour un entier n donné, on ait 0 < u, 1 < u,.

Alors, f étant strictement croissante sur Ry, on a f(0) < f (ups1) < f (uy).

Donc 0 < upio < Upyq.

La propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc vraie pour tout
entier n € IN.

Notamment, si ug > 0, u est strictement décroissante, minorée par 0, donc convergente.

De méme, si ug > 0, on montre que Vn € N, u,, < u, 1 <0.

Notamment u est dans ce cas strictement croissante, majorée par 0, donc convergente.

Donc, quelle que soit la valeur de ug, u converge.

Or f est continue sur R, donc u converge vers un point fixe de f. Or d’apres les questions
4) et 6), le seul point fixe de f est 0.

Donc, Yug € R*, lim u, = 0.

n——+oo
On sait que ug # 0.
On a donc u,, — 0.

n——+00
un 1 Un + 2 T n ° 0o (u )
Or upi1 = f(u,) =1n ‘ =In mas = ln(l +5 4+ o (un))
Unp, Unp n—
Donc u, 1 = tn + o (u,) ~ Un.

2 n—-4oo n—-+oo 2



