Maths - DS n°l - Mercredi 1% octobre 2025, 2 heures
Correction DS n°1

Exercice 1.
A 1 12 — 54 12 — 5¢ 12 )
= = — = — — —
12+5; (124 59)(12 — 57) 144 + 25 169 169
B -1+ (—1—1—1’)2 1—2i+4? )
= = = = —1
-1 -2 (=1 —4)(—1+1) 1+1

C=2+i) = (241 = (4 —1+40)> =9 — 16+ 24i = —7 + 24i
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Le calcul précédent montre que D? = = Fetque D* = E? =D.
On cherche maintenant F' = D202,
Or2025=142x1012=1+4 x 506 =1+ 8 x 253

De méme, 253 =1+2 x 126 =144 x 63.

Enfin 63=1+2+4+8+ 16 + 32.

2

Donc :
F — 202 —  l+8x253
= D x (DH* — D x B3
— DXE1+4><63 _ DXEX(E4)63
= DxFE x E%
= DX FE x pit2Ha8+16+32 . — Dy Ex Ex DX ExDx Ex D
e e A et N
N 2
- 1+§_1

4
Donc F = D% = 1.

Exercice 2.

1) Dans cette question, on suppose que a = 1.

Le systeme devient donc :



-z 1 T -z =1
(S1) r -y =0 <« — Yy + z = =1 Ly+Ly— 1,
y — z = y — z =1
z -z =1
& -y + z = -1
0 = 0 Lsg<4 L3+ Ly
Donc(Sl)(:){x e = @{x - 1+Z.
-y + z = -1 Y = 1+z2

Il y a donc une infinité de solutions qui sont les triplets (z;y; z) € R* de la forme
S={1+z1+22),zeR}

2) Dans cette question, on suppose a # 1.

x — az = 1 x — az =1
(Sa):{ ar — vy =0 < -y 4+ a*z = —a Ly Ly—al,
ay — z = 1 ay — z =1
x — az 1
& -y + a’z = —a
(@>*—1)z = 1—a® L3+ Lz +aly
r:c — az =1
o -y 4+ ad*z2 = —a
1—a?
\ O car a # 1
fx _ 1+a—a3
gg:ézx
S Y = a+ e
1—a?
\ T a® —1
1-a>  (1-a)(l+a) = —1-a

Par ailleurs,

-1 (a—1)(1+a+a?) 1l+a+a®
Donc le systeme possede une unique solution qui est :

( l+a+a®—a—a? 1
T = =
l+a+a? 1+a+a?
{ atad+add—a—ad® a
4 N 14+a+a? Cl+4a+a?
—1—a
z = —
1+ a+ a?

Finalement, si a # 1,

S—{( 1 . a . —1—a )}
C\\l+a+a?14a+a? 1+a+a?

Exercice 3.

) 12| = |1+ v2+1]
Ve -

ont méme module.

=1lcar 1 +v2+iet 14 +2—isont deux complexes conjugués, donc



1+V2+i

1+v2—i

(1+v2+i)
(1+v2) +1
(14+v2)" =14 2i(1+v2)

1+2+2V2+1
1+2+2v2—1+2i(1+2)

4+2/2
2(1+v2+i(1+v2))

2(2+v2)
1+ V2 +i(1+V2)

2+ V2
(1+v2)(1+1)

Va2 1)

141
V2

Donc Z = %(1 +z')

3) En utilisant la dernicre expression de Z :
75 = (22
1 2
((5 X (1—1+2¢)) )
212
= (6))
1

2

4) On a vu a la question précédente que Z8 = 1.
Or 2025 = 8 x 253 + 1.
Donc 72025 — 71+8x253 _ 7 (Z8>253 — 7 %128 = 7.
Donc .
72025 _ 141

V2

Exercice 4.

1) Pour que f(x) soit définie, il faut et il suffit que 1 + €* + €** > 0.
Or, 14+e®+e?* est la somme de trois termes strictement positifs donc est strictement positif.
Donc f est définie sur R.

2) f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables.

262x+ez
De plus, Vo € R, f(2) = ——.
e plus, Vx f(x) S

3) Nous avons déja vu que le dénominateur de f’(z) est strictement positif sur R, et le numé-
rateur est la somme de deux termes strictement positifs.
Donc, Vz € R, f'(x) > 0.

Donc f est strictement croissante sur R, donc injective.



Enfin, lim f(z) = In(1) = 0, liril f(z) = 400 et f est continue sur R donc f est une
T——00 T—+00

bijection de I = R sur J =]0; +oc.

2+1
Donc I'équation de la tangente a Cy au point d’abscisse 0 est

y =z + In(3)

5) Soit x un réel.
2 x 1
)~ ) = (e b £ 1) It 4o 1) = P EL)

2x T 2x T
Donc f(x)—f(—x):ln(eh 5 Xe rertl )):2x+1n(ﬂ)
e x

(6—296 + e T 4 1 1 + e + 62x
Donc f(z) — f(—x) = 2.

6) D’apres la question précédente, pour tout réel z, f(x) — 2z = f(—=x).

Or, lorsque x tend vers +oc, f(—z) — 0.
Donc la droite d’équation y = 2z est asymptote oblique a Cy.

7)

—_— G

e y=2x

44 —— y=0

=== y=x+In(3)
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Exercice 5.

Calcul des premiers termes

1 4
1) A2:1,A3:—+1:—.

3

Bozl,B1:1+2 3.

C():].,Cl:]_—l—— 2
Calcul de A,

w

\)

3 6
tCho=14+-+-=4.
c 2 +2+4

\)

2) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.
1 1 k—(k-1) 1

k—1 k  k(k—1)  k(k—1)




3) En utilisant la question précédente :

~(%)

2
B Z k(k—1)
k=2 2
— k(k—1)
e 1 1
B k—1 k
=2
= 2 (1 — —) par télescopage
n
 2(n—1)
N n

Calcul de B,

4) Pour un entier a € N et un entier b € [0;a — 1], la formule de Pascal permet d’affirmer que

a n a [ a+1
b b+1 ) \ b+1
En posant a=n+ketb=n,b<a< k>0.

Donc, pour tout entier n et tout entier £ > 0, la formule de Pascal s’écrit

n+k N n—+k B n+k+1
n n+1 | n+1

D’ott 'on déduit : pour tout entier n € IN et tout entier £ € IN*,

n—+k B n+k+1 B n-+k
n N n+1 n+1

- n+k+1 n+k
o el )]
on+ 1 _(n+1

ar télescopage
n—i—l) P bas

Calcul de C,



7)

i
=0 2
( n+k )
n n
= 1+~
k=1
(n+k+1) (n+k)
I n+1 n+1
= 1+ 0
k=1
(n+k+1) (n+k)
i n+1 n n—+1
= 1+>. 5 D
k=1 k=1
(n+j) (n+k)
n+1 n+ 1 n n—+ 1
= 1+ 22: T kzll o en posant, dans la premiere somme, 7 =k + 1
]: =
( 2n+1 ) ( n—+k )
n+1 1 i n+1
= 14—  _ =~ 7
+ 2n 2 * ; 2k
2n+1 n+k
n+1 L n+1
= -2
n k
2 — 2
2n+1 n+k
n+1 Wl n+1
= —+
n+1 k
2n+ — 2
2n+1 n+1+k
n+1 1 <& n+1
= T + 3 . o apres un nouveau changement d’indice
=0
2n + 2
n+1
Il manque le terme d’indice k = n+1 dans la somme : il s’écrit 52 (en développant

le 1/2 en facteur).

2n+1 2n+1 n 2n+1 2n+1 n 2n+1 2n+ 2
n+1 n+1 n+l—n-—1 n+1 n n+1
r = = .

on—+1 o on+2 on—+2 o on+2
(n+1+k>
s n+1 1
Donc Cn = § Z ok = 5 n+1-
k=0

La suite C' est donc géométrique de raison 2.

On en déduit que C,, = 2"Cj = 2".



