Maths - TD n° 1

Résolutions de systemes linéaires

Dans I’ensemble du TD, on note KK I'un des corps @, R ou C.

I. Principe général

V Notation

Etant donné un systéme de n équations & p inconnues, pour i, j € [1;n], i # j, on note
e L; <> L; Vopération qui consiste a échanger les lignes d’indices i et j;
o L+ AL;+pLj; ou A # 0, € K, Popération qui consiste a remplacer la ligne d’indice i par la
combinaison linéaire \L; + pL;.

Définition 1.1 (Opérations élémentaires)

Les opérations correspondant aux deux notations données ci-dessus sont appelées opérations élémentaires
sur les lignes d’un systeme linéaire.

Remarque

On retiendra les remarques suivantes :
o dans l'opération élémentaire L; <— AL; + pL;, il est absolument nécessaire que \ # 0;
o deux cas fréquents de 'opération élémentaire L; <— AL; 4+ 1L sont :
* Ly~ Li+pLjoul=1+#0;
* Li<—)\Li 01‘1)\7&0,/,4:0.
e & priori, on ne peut effectuer qu’une seule opération élémentaire a la fois!

Le principe général de I'algorithme du pivot de Gauss est d’utiliser une ligne L; du systéme pour éliminer une des
inconnues de toutes les autres lignes a I'aide d’opérations élémentaires du type L; <— AL; + pL; avec A # 0.
On recommence cette étape jusqu’a obtenir :

e ou bien un systeéme possédant une équation ne faisant plus intervenir qu’une seule inconnue : dans ce cas,
on peut calculer la valeur de cette inconnue puis de proche en proche obtenir la valeur de chacune des
inconnues ce qui conduit a une unique solution pour le systéme ;

e ou bien un systéme ou certaines inconnues (appelées inconnues principales) peuvent étre calculées en
fonction des autres inconnues (appelées inconnues secondaires) : ce cas conduit a une infinité de solutions
puisque chaque valeur (réelle ou complexe) des inconnues secondaires fournit une solution du systeme ;

e un troisieme cas possible est que la résolution du systeme fasse apparaitre une ligne du type 0 = 1, sans
inconnue, qui conduit & un systeme sans solution.

Ex. 1.1  Résoudre le systeme d’inconnues (z;y; 2;t) € R* suivant :

r + 2y + 3z + 4 = 5
r + 4y + 9z 4+ 16t = 1
r + 8y + 27z 4+ 64t = -1
r + 16y + 8lz 4+ 256t = —5

Ex. 1.2 Résoudre les systemes d’inconnues (z;y; 2) € R? suivant :
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rT+y+z = r+y+z = 9
r—=2y+4z = x—2y+4z
r4+Ty—52z = 2 r+Ty—52 = 3
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I1. Exercices

Ex. 1.3 Résoudre le systeme

—2r +
x J—
r  +
Ex. 1.4 Résoudre le systeme
T+
2r +
x

Ex. 1.5 (Cor.)  On considere le systéeme

1. Résoudre le systeme en considérant

a,b,ce R%.

y + z = 1
2y + 2z = =2
y — 2z = 1
y + z = 3
3y + 4z = 5
— z =4
bcosC + ccos B

ccos A+ acosC
acos B +bcos A

que les inconnues sont cos A, cos B et cosC et que

2. Résoudre le systeme en considérant que les inconnues sont a, b et ¢ et que A+ B+ C = 7.
3. Montrer que dans tout triangle ABC' en notant a = BC', b= AC et ¢ = AB on a

a
b

C

Conclure.

= becosC +ccos B
= ccosA+acosC
= acos B+ bcos A

Ex. 1.6 Résoudre suivant la valeur du parametre u € R le systeme

s {f

+ (u+1l)y = 2u+2
+ (u+1ly = u+1

Ex. 1.7 Soient a, b, ¢ et o quatre constantes réelles. Discuter et résoudre le systeme

r 4+

ar +

a’r +

y + z =1
by + ¢z = «
Vy + 2 = o?

Ex. 1.8 [x] Résoudre avec Vi € [1;n],a; € R* et s € R le systeme d’inconnues x, ..., z,, réelles

suivant
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Ex. 1.9 Soient a, b deux complexes non nuls. Résoudre dans C" :

Vi e [2;n], z; = ax;j_1 + b et 21 = ax, + b.



