Maths - DM n°3 - Pour le lundi 5 janvier,

Intégrales, équations différentielles

Exercice 1.

On considere les deux équations différentielles suivantes, dont on cherche les solutions de classe

C? a valeurs réelles :
(B):y" =y
(F):y" +y +y=3e"
1) Soit y une solution de (F).
Montrer qu’elle est aussi solution de (£).

2) Soit y une solution de (E).

Montrer que y” + 3’ + y est proportionnelle a la fonction exp.

3) On note S; 'ensemble des solutions de (E) et Sy 'ensemble des solutions de (F).

Déduire des deux questions précédentes que
S ={u+ Nexp,u € S, ) € R}

4) Résoudre (F') et donner Ss.
5) En déduire U'ensemble S des solutions de (F).

Exercice 2.

Le but de cet exercice est d’obtenir une expression des intégrales de Wallis |W,, = f sin” (t)dt
0

puis de I'utiliser pour obtenir la limite d'une intégrale.

- Partie A - Préliminaire

2 27"(n!)?
E—1  (2n)!

Montrer que Vn € NN, l_[ 5
k=1

- Partie B - Expression de 1V,

™ ™

1) Calculer Wy = J 2 1.dt et Wy = f 2 sin(t)dt.
0

0
7
2) Montrer a I’aide d’une intégration par partie que pour tout n € IN, W,, o = (n+1)f cos® t sin™ tdt.
0
3) En déduire que pour tout n € N, (n + 2)W,a = (n + 1)W,. Pour les deux questions

suivantes, on pourra utiliser le résultat de la partie préliminaire.
(2k)! T
4) Montrer que Yk € IN, Wy, = W X 7
22k( ]{:!)2

5) Montrer que Yk € IN, Way 11 = m



™

2(n+1)
(indication : on pourra distinguer deux cas suivant la parité de n...)

6) Montrer que pour tout n € N, W, W, ., =

- Partie C - Equivalent de W,

1) Montrer que Vi € [0; g] ,sin®t <sint < 1.
Wito < W1 <1
w, — W, —
3) En utilisant les résultats de la partie précédente, montrer que W, o Wit

2) Déduire de la question précédente que ¥n € IN,

T
4) En utilisant les résultats de la partie précédente, montrer que W?2 fodicwe
oo 2n

5) En déduire un équivalent de W,,.

r—r—+00

- Partie D - Calcul de lim J e du.

1) Justifier l'existence de la fonction F': 2z € R — J e~ du.
0

2) Montrer que F est croissante et que Vo € Ry, F(x) > 0.

1
3) Mont Ve [0:1],1 —t<et < —0.
) Montrer que [0; 1] <e <137

4) En posant u = v/nt (avec n € IN), en déduire que

2\" 2NN
‘v’uG[O;\/ﬁ],(l—u—) Se‘“2§(1+u—) .

n n

\/ﬁ(l_u;)ndug F(vn) sf

0

Vvn w2\ "
5) En déduire que J (1 + —) du.
n

0
™

6) Montrer que Vn € N, W,, = f 2 cos™ (t)dt.
0

7) En effectuant le changement de variable v = y/n sin v, montrer que
Vvn 2\
U
f (]. — —) du = \/EWQn+1.
0 n

8) En effectuant le changement de variable u = \/n tanv, montrer que

Vn W2\ "
f (]_ + _) du < \/EWQn_Q
0 n

9) En déduire que



