Maths - Chapitre 10
Calcul matriciel

I. Ensembles de matrices

I.1. Introduction

Essentiellement, les matrices sont des tableaux rectangulaires de nombres. En cela, elles se rap-
prochent des tableaux numpy vus en informatique.
A titre d’exemple, voici deux matrices a coeflicients réels :

1 2 0O 5

A= B =

3 4 V2 =5 e
Elles ont de tres nombreuses applications : comme un outil de calcul et de présentation pour la
résolution des systemes lincéaires par exemple, mais aussi, de fagon plus ¢tonnante, en physique
et en Sciences de I'ingénieur (on utilise par exemple, en mécanique, la matrice d’inertie d'un
solide, ou encore la matrice des contraintes d’un élément de volume). On peut aussi citer les
matrices de convolution en informatique/intelligence artificielle.
Le présent chapitre vise a introduire les propriétés calculatoires des matrices :

e non seulement pour introduire des opérations sur les matrices permettant une écriture
symbolique tres compacte et efficace des opérations sur les lignes des systemes lincaires ;

e mais encore pour étudier les propriétés des opérations matricielles qui se dis-
tinguent en bien des points des propriétés habituelles des opérations sur les
scalaires.

Dans tout le chapitre, (KK, +,.) désigne un corps, pour nous K = R ou K = C, et n, p, ¢ des entiers
naturels non nuls.

Commencons par donner la définition d’une matrice :

Définition 10.1 (Matrice)

On appelle matrice A de type (n,p) ou d’ordre (n,p) a coefficients dans K tout tableau a
n lignes et p colonnes d’éléments de K.

@11 Air2 - Qip
G271 Q22 -+ A2p
A= = (aij)i<n
j <
Gp1 Ap2 - App

Les a;; sont appelés coefficients de la matrice.

Lorsque p = 1, la matrice est appelée matrice-colonne ou encore vecteur-colonne.

Lorsque n = 1, la matrice est appelée matrice-ligne ou encore vecteur-ligne.
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Comme l'indique la définition précédente, une matrice se caractérise par son nombre de lignes
n, son nombre de colonnes p et par la valeur de ses coeflicients.
Cette remarque conduit a définir divers ensembles de matrices, regroupant toutes les matrices

ayant le méme nombre de lignes et de colonnes :

W Notation

L’ensemble des matrices de coefficients dans K a n lignes et p colonnes est noté¢ M,, ,(K).
Dans le cas ot n = p, on note plus simplement M,,,,(K) = M,,(K). Les matrices de cet
ensemble sont appelées matrices carrées.

L’ensemble des vecteurs-colonne est noté M,, ;1 (K) ou plus simplement K".

L’ensemble des vecteurs-ligne est noté M, ,(K) ou plus simplement K.

I.2. Combinaisons linéaires de matrices de méme ordre

Définition 10.2 (Multiplication par un scalaire)
Soient A € M,, ,(K) et A € K, on définit la matrice AA par

AN = ()\aij) <n

;'ép
Définition 10.3 (Addition de matrices de méme ordre)
Soient A, B € M, ,(K), on définit la matrice A + B par

A —+ B = (Cbij + bij)z’gn
J<p

Définition 10.4 (Combinaison linéaire de matrices de méme ordre)
Soient A, B € M,, ,(K), toute matrice de la forme AA 4+ uB ot A, 1 € K est appelée combi-
naison linéaire des matrices A et B.

On définit de méme 'addition ou la combinaison linéaire de N matrices de méme ordre, ou N est

un entier supérieur ou égal a 2.

I.3. Matrices élémentaires M,, ,(K)

Notation
| Pour tout i € [1;n] et tout j € [1;p], on note Ej; la matrice de M,, ,(K) dont tous les
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cocfficients sont nuls a 'exception du coefficient e;; qui est é¢gal a 1. Autrement dit

0 :
s e M, ,(K)

I.4. Produits de matrices

Ex. 10.1 Effectuer les produits suivants :

Lo 9 1 -1 0

5 10 1 2 3 |=
-1 2 0

(1+i 4 0) L
3i 241 5 943

. N 1+i —4 0

( =3+ 7+6¢)( 5 9+ 5)_

1 2 3 12 1

0 -1 -2 0 -1 -2 |=
0 0 1 0 0 1

Définition 10.5
Soient A € M, ,(K) et B € M, ,(K).
On définit la matrice A x B = AB € M, ,(K) par

p
AB = (Cij)i<n OU cij = ) airby;
J<q 1

Autrement dit, pour obtenir le coefficient ¢;; de AB, on effectue les « produits scalaires » du

i-eme vecteur ligne de A par le j-eme vecteur colonne de B.

Remarque

Pour que le produit de deux matrices soit possible, il faut et il suffit que le nombre de
colonnes de la matrice de gauche soit égal au nombre de lignes de la matrice
de droite.

Le produit possede alors le méme nombre de lignes que la matrice de gauche et le
méme nombre de colonnes que la matrice de droite.

D’autre part, les produits AB et BA ne sont tous les deux possibles que si les matrices
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A et B sont d’ordre (n,p) et (p,n).
Cette tmpossibilité, en général, d’échanger les matrices A et B est une premiere

preuve que le produit de matrices n’est pas commutatif. Fn voici une autre :
Ex. 10.2

1 2 \(30) 30Y\(1 2
(o 2)(32)- (22)(0 2)-
I.5. Matrice nulle

Définition 10.6

| On appelle matrice nulle de M,, ,(K) la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

Notation
| On note 0,,, la matrice nulle de M,, ,(K) et 0, la matrice nulle de M,,(K).

I.6. Matrices carrées particulieres
a) Matrices commutantes

Il peut arriver que pour deux matrices carrées de méme ordre A et B on ait AB = BA.

a0 1) g2 30 45 e
12 16 ) 36 23

Définition 10.7
Pour deux matrices carrées A et B de méme ordre n, on dit que A et B commutent si
AB = BA.

b) Diagonale d’une matrice

Définition 10.8

On appelle diagonale d’une matrice carrée les coefficients a;;, i € [1;n].
( Q1,1 1,2 s O1p-1 Q1n \
Q21 2.2 ccr o Aonp-—1 a2 n
A=
Gp—11 QAp-12 *°° Ap—1n—1 Qpn—1n
Qn1 Qp, 2 e Apn—1 An.n ]
Les coefficients de la diagonale sont appelés coefficients diagonaux.
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Définition 10.9

On appelle matrice diagonale A de M, (K) toute matrice dont tous les coefficients

sont nuls a 'exception éventuellement des coefficients diagonaux.

Définition 10.10

On appelle matrice identité de M, (K), notée I,,, la matrice diagonale dont tous les coef-

ficients diagonaux valent 1.

1 0 0
0
In:
0

c) Matrices triangulaires

Définition 10.11

On appelle matrice triangulaire supérieure toute matrice carrée A dont les coefficients

sous-diagonaux sont nuls : Vi > j,a;; = 0.

Définition 10.12

On appelle matrice triangulaire inférieure toute matrice carrée A dont les coefficients

sur-diagonaux sont nuls : Vj > i,a;; = 0.

Ty = T, =

Définition 10.13

On appelle matrice triangulaire toute matrice triangulaire supérieure ou triangulaire infé-

rieure.

d) Matrices symétriques et antisymétriques

Définition 10.14

| On appelle matrice symétrique toute matrice A pour laquelle Vi, j € [1;n] Qi = Q.
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Définition 10.15

On appelle matrice antisymétrique toute matrice carrée A pour laquelle
Vi, j € [Lin], aij = —aj;.

S: A:

W Notation
| On note S, (K) I'ensemble des matrices symétriques de M, (K).

On note A, (K) I'ensemble des matrices antisymétriques de M,,(K).

1.7. Propriétés du produit matriciel

Propriété 10.16

L’addition de matrices est commutative, associative, possede un élément neutre qui est la
matrice nulle. Par ailleurs toute matrice possede une matrice opposée.

Concernant la multiplication matricielle et la multiplication par un scalaire : soient n, p, q et r
quatre entiers naturels non nuls.

A ssociativité :

VA e M, ,(K),VB € M, ,(K),VC € M,,(K), (AB)C = A(BC).

VA e K, VA e M, ,(K),VB € M, ,(K),\(AB) = (AA)B = A(AB).

VA pe K, VA e M, ,(K), \(nA) = (Ap)A.

Elément neutre :

VA e M, ,(K),1x.A=A.

VA e M, (K), AL, = I,A = A.

Distributivité :

VA e M, ,(K),VB,C € M, (K),A(B+C)=AB + AC.

VA, B € M, ,(K),VC € M, (K),(A+ B)C = AC + BC.

[ Démonstration ]

Remarque

| La distributivité de la multiplication matricielle autorise a factoriser @ droite ou a gauche.
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- » 0,0
Définition 10.17
On définit la puissance k-ieme d’une matrice carrée d’ordre n € IN* par
AF = A x ... x Apour k € N* et A° = 1I,,.
N’

k facteurs

La définition précédente n’est rendue possible que parce que le produit matriciel est associatif.

Propriété 10.18

Toute combinaison linéaire de matrices diagonales est une matrice diagonale.

Toute combinaison linéaire de matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire
supérieure.

Toute combinaison linéaire de matrices triangulaires inférieures est une matrice triangulaire

inférieure.

[ Démonstration ]

Propriété 10.19

Le produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures est une matrice triangulaire supérieure.

Le produit de deux matrices triangulaires inférieures est une matrice triangulaire inférieure.

[ Démonstration ]

I.8. Des regles qui ne sont pas valables pour les produits de matrices

L’exercice 10.2 montre que la multiplication de deuxr matrices carrées de méme ordre
n’est pas commutative !
Un produit de deux matrices non nulles peut étre nul!

Autrement dit, si AB = 0... on ne peut rien conclure!
12\ -2 4 )
36 1 -2 )

Une matrice carrée non nulle peut avoir une puissance k-iéme nulle!

Autrement dit, si A¥* = 0... On ne peut rien conclure!

a (729 el
~16 12

Les produits d’une méme matrice par deux matrices distinctes peuvent étre égaux!

Autrement dit, si AB = AC'... on ne peut rien conclure en général !

A—| ! ? B = bl JAB = C = - JAC =
3 6 1 1 0 0

-3
ou encore, D = ) et AD =

e}

N =
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Les identités remarquables ne sont plus valables en général!
En effet, en développant (A+ B)? = (A+ B)(A+B)= ... ....ccciiiiiiiii...
onmontre que (A+B)? = A2+ 2AB+B? S

1.9. Identités remarquables pour les matrices carrées qui commutent

Proposition 10.20
Si A et B sont deux matrices carrées de méme ordre n € IN* qui commutent, alors Vp € IN :

1) (A-I—B)P:i( z )AP—kBk

k=0

2) AP+l — Brtl — (A — B) (Zp: AP"“B’“)

k=0

[ Démonstration ]

II. Méthode du pivot et calcul matriciel

II.1. Matrices et systéemes linéaires

Proposition 10.21

SiAeM,,(K)et X € M,;(K), le produit AX est une combinaison linéaire des colonnes de
A.

[ Démonstration ]

Un systeme linéaire peut s’écrire sous forme matricielle de la fagcon suivante :

1121 -+ a12X2 + ...+ a1,pTp = bl

2121 -+ A2 2X2 + ...+ A2 pTp = bg

< AX =B
Up 171 + Qp oo + ... + ap pTp = by
ou A = (aij);'iza B = (bi)ic, et X = (Ij)jép

Réciproquement, on peut présenter la résolution d’un systeme linéaire sous forme matricielle.
Ex. 10.3

1) Résoudre le systéeme d’inconnues z,y € R et de parametre s € R :
(s+2)z + 3y = 2s+1
(5)
25t + (s+1l)y = 3s—1
2) Trouver un systéme paramétré par s qui possede un unique couple solution pour s €
R\{1;2}, une infinité de solutions pour s = 1 et aucune solution pour s = 2 puis le
résoudre.

€ K? est le p-uplet inconnu.
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[Cor. 10.3 ]

I1.2. Systémes compatibles/incompatibles

Définition 10.22 (Systéme compatible)
Etant donné un systéme S s’éerivant AX = B sous forme matricielle avec A € M,, ,(K),
B e M,1(K) et X € M, ;(K) le vecteur inconnu, on dit que

e S est compatible s’il existe une combinaison linéaire des colonnes de A

égale a B;

e S est incompatible sinon.

Proposition 10.23

L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire est :
e vide si et seulement si le systeme est incompatible ;
e non vide si et seulement si le systeme est compatible.
De plus, dans ce dernier cas, les solutions du systeme sont les vecteurs de la forme

Xo +Y ou Xj est une solution particuliere du systeme et Y une solution quelconque

du systéme AY = 0,, homogéne associé a S.

[ Démonstration ]

I1.3. Matrices d’opérations élémentaires

Définition 10.24 (Matrice de transvection)

On appelle matrice de transvection de M., (K) toute matrice de la forme
Vij(A) = I, + AE;; ou A € K et ¢ # j appartiennent a [1;n]. Autrement dit une matrice de

transvection est une matrice de la forme

Vij(A) =

Définition 10.25 (Matrice de transposition)

On appelle matrice de transposition de M, (K) toute matrice de la forme
Ti; =1, — By — Ej; + E;j + Ej; ou i # j appartiennent a [1;n]. Autrement dit une matrice
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de transposition est une matrice de la forme

T, =

Définition 10.26 (Matrice de dilatation)

On appelle matrice de dilatation de M, (K) toute matrice de la forme
Di(N)=1IL,+(AN—=1)E; ou A € K* et i € [1;n]. Autrement dit une matrice de dilatation est
une matrice de la forme

Di(\) =

Définition 10.27 (Matrice d’opération élémentaire)

| On dit qu'une matrice de M,,(K) est une matrice d’opération élémentaire si c’est une

matrice de transvection, de transposition ou de dilatation.

Remarque

Les notations Vj;(\), Ti; et D;(\) pour les matrices d’opérations élémentaires ne sont pas
des notations officielles. Elles ne sont introduites que dans le but de faciliter I'usage des
matrices d’opérations élémentaires dans la suite de ce chapitre.

En revanche elles ne peuvent pas étre utilisées en dehors de ce chapitre (en colle, en devoir,

aux concours...) a moins d’en redonner la définition.

2 3
5 6
8 9
Calculer A‘/LQ(Q), ‘/1’2(2)14, ATQ73, T2’3A, ADQ (%) et DQ (%) A.

[ Cor. 10.4 ]

I1.4. Interprétation des produits par les matrices d’opérations élémentaires

1
Ex. 104 Soit A=\ 4
7

Propriété 10.28

Soit A € M, ,(K).

Multiplier A @ gauche par V;;(\) € M_(K) revient a ajouter a la i-éme ligne de A le
produit de j-éme ligne de A par \.

Multiplier A @& gauche par T;; € M _(K) revient a échanger les i-éme et j-éme lignes
de A.
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Multiplier A @ gauche par D;(\) € M_(K) revient & multiplier a la i-éme ligne de A
par \.

Multiplier A @ droite par V;;(\) € M_(K) revient a ajouter a la j-éme colonne de A
le produit de i-éme colonne de A par ).

Multiplier A @ droite par T;; € M_(K) revient a échanger les i-éme et j-éme colonnes
de A.

Multiplier A & droite par D;(\) € M_(K) revient & multiplier a la i-éme colonne de A
par .

[ Démonstration ]

Définition 10.29 (Matrices équivalentes par ligne)

Deux matrices de M,, ,(KK) sont dites équivalentes par ligne si elles se déduisent 1'une de

I’autre par un produit fini @ gauche de matrices élémentaires.

Définition 10.30 (Matrices équivalentes par colonne)

Deux matrices de M,, ,(KK) sont dites équivalentes par colonne si elles se déduisent 1'une

de 'autre par un produit fini @ droite de matrices élémentaires.

tﬁf Notation
Si deux matrices A, A" € M,, ,(K) sont équivalentes par ligne, on note A ~ A
Si deux matrices A, A" € M,, ,(K) sont équivalentes par colonne, on note A Z“J A

ITI. Matrices carrées inversibles

IT1.1. Définition

Proposition 10.31
Si A, B,C € M, (K) vérifient BA = AC = I,,, alors B = C.

[ Démonstration )

Définition 10.32 (Matrice carrée inversible)
On dit qu’une matrice A € M,,(K) est inversible s'il existe B € M,,(K) telle que

AB=BA=1,

On dit alors que B est l’tnverse de la matrice A.
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W Notation

| Si A est une matrice inversible, on note A~! son inverse.

Ex. 10.5 Montrer qu’il existe des matrices carrées non nulles non inversibles.

[ Cor. 10.5 ]

Proposition 10.33

Les matrices d’opérations élémentaires sont inversibles. De plus :
e Matrices de transvection : Vi; (\)™" = Vi;(—\);
e Matrices de transposition : Tl;l =Tij;
e Matrices de dilatation : D;(\)~' = D; (\71).

Démonstration j

C’est une conséquence directe de la propriété 10.28.

III.2. Groupe linéaire

Définition 10.34
On appelle groupe linéaire d’ordre n et on note GL,, () ’ensemble des matrices inversibles

de M, (K).

Propriété 10.35
1) I, € GL,(K);
2) si A, B € GL,(K), alors AB € GL,(K) et (AB)™' = B 1A™!;
3) si A € GL,(K), alors (A7)~ = A.

[ Démonstration ]

II1.3. Calcul pratique de I’inverse d’une matrice

Le théoreme précédent conduit a la méthode suivante :

)i\ilf Méthode : Obtention de ’inverse d’une matrice

Pour une matrice A € GL,(K), obtenir la matrice A™! revient a appliquer l’algorithme
de Gauss a la matrice (A|l,).
A la fin de Palgorithme, la matrice obtenue sera alors (I,|A™1).

Ex. 10.6 Ces matrices sont-elles inversibles ? Si oui, déterminer leur inverse.
11 1 1

1 1 -2 1—t —t 0
A=l -1 3 a4 | =123 2l - 12t o
-1 11 8 I3 610 —t ot 1-2
1 4 10 20
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I11.4. Seconde méthode pour ’obtention de I’inverse d’une matrice

o ™
;w Méthode : Obtention de I’inverse d’une matrice

Pour une matrice A € GL,(K), obtenir la matrice A™! revient a appliquer l’algorithme

I

x

de Gauss a la matrice (A|X) ou X = .2 e M, 1(K).
Tn

A la fin de Palgorithme, la matrice obtenue sera alors (I,|A~1X). )
3 2 1

Ex. 10.7 (Cor.)  Calculer I'inverse de A =1 1 —1 2 | al’aide de la méthode précédente.

2 =3 2

IV. Transposée d’une matrice et compléments

IV.1. Transposée

Définition 10.36

Soit A € M,, ,(K), appelle transposée de A la matrice B de M, ,,(K) définie par
Vi e [1;p],V5 € [L;n],b;; = aj;.

W Notation

| On note AT 1a transposée de la matrice A.

Définition 10.37

Mop(K) = M;a(K)

AT est appelée transposition.
H

L’application trans : {

IV.2. Matrices symétriques et antisymétriques

Proposition 10.38
La définition des matrices symétriques et antisymétriques se traduit a I'aide de la transposition
par :

e A€ M,(K) est une matrice symétrique si et seulement si AT = A;

I

o A€ M,(K) est une matrice antisymétrique si et seulement si AT = —A.

IV.3. Transposée des matrices d’opérations élémentaires
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Proposition 10.39

La transposée des matrices d’opérations élémentaires vérifie :
o pour i # j € [L;n], Viy(A)" = V;u(A);
° Tg = T}; = Tj; car les matrices de transposition sont symétriques ;
e pour A € K*, D;(\)T = D;(\).

IV.4. Propriétés

Propriété 10.40

La transposition vérifie :
e VAe M, ,(K),VB € M, ,(K),(A+ B)" = A" + BT;
o VAe M, ,(K),VB € M, ,(K), (AB)" = BTAT;
e si A€ GL,(K), (A1) = (47)"

[ Démonstration ]

V. Correction des exercices

a
Cor. 10.7: Soit X = b | € M3:(R).

C

On a:
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(A[X)

Ce dernier résultat prouve que A est inversible et que

=2 =2 =2 =2

N e N e Y

=2

S OO W NN =W
[\

o W
(G200 \]
—_

-5
0 45

o

45 30
0 15

0 0 15

45 0
0 15

0 0 15

100
010
0 01

a—3b
—3a + 39b — 15¢

0 16a — 13b+ 5c¢
0 2a+4b—bc
—a + 13b — 5¢

0 12a — 21b+ 15¢

0 2a + 4b — 5e¢
—a + 13b — 5c¢

4a—Tb+5¢
15
2a+4b—5¢
15
—a+13b—5¢
15

4 T

15 15

A= 2z 4

5 15
=L 13

15 15

wl' wl' wl—
— =
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L2 — L1 — 3.[/2
L3 — 2L, — 3L3

L3 < 5.[/3 — 13L2

Ll — 15L1 — %Lai
Ly < 3Ly + L3
L3 — %L;;

Ll — Ll — 2L2

L1+ Ll

L
45

L3 — L3

L
15
4 =7 5
2 4 =5
-1 13 =5



