Maths - DM n°3 - Pour le lundi 5 janvier,

Correction DM n°3

1)

Exercice 1.

Soit y une solution de (F') : y" + ¢’ + y = 3e”.

y est donc deux fois dérivable d'une part, et y” = e — ¢ — y est somme de fonctions au
moins une fois dérivables.

Donc 3" est dérivable, donc y est trois fois dérivable.

Par ailleurs, en dérivant (F') on obtient que y"” + y” 4y’ = 3e”.

Doncy+vy' +y" =y" +y"+v.

Donc y = 3 et y est solution de (F).

Soit y une solution de (E) : y" = y.
En ajoutant ' + y” aux deux membres, et en notant z =y + ¢’ + 3", on a donc :
(E):>y,—i-y//—f—ym:y+y,+y,/:>2,:,2.

Donc z = Aexp, ce qu’il fallait démontrer.

On note &) I'ensemble des solutions de (F) et Sy 'ensemble des solutions de (F).
Montrons que &1 = {u + Aexp,u € Sy, A € R} par double inclusion.

S C{u+ Nexp,u € S, A € R} : s0it y € S;.

y est donc solution de (£), donc de (G) : y+ ¢ +y” = pexp ou p est un réel quelconque
d’apres la question 2).

Or par théoreme du cours, 'ensemble des solutions de cette derniere équation différentielle
est 'ensemble des fonctions qui s’éerivent comme somme d’une solution particuliere de (G)
et de la solution générale de y + ' +y” = 0.

De plus les solutions de (F') s’écrivent comme somme de exp (qui est solution particuliere
de (F)) et de la solution générale de y + ' +¢y” = 0.

Enfin, une solution particuliere de (G) est yp = & exp.

En notant A = £ — 1, les solutions de (G) s’écrivent donc

Yy = Zexp+ym = Aexp+exp +yy = Aexp +u oll u est une solution de (/).

Nous avons bien démontré que S; C {u+ Aexp,u € Sz, A € R}.

{u+ Nexp,u € S, A € R} C S; : s0it y = u+ Aexp ol u est une solution de (F') et A un
réel quelconque.

Alors, d’apres la question 1), u est solution de (E), Aexp aussi, donc y est solution de (F).

Ceci démontre la seconde inclusion.
Résolution de (F) :
(E.):r*+r+1=0.

Donc yy = e~ 2 (A cos (@x) + Bsin (@x))
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Enfin, exp est une solution particuliere de (F') donc

Sy = {e‘” e 2 (A cos(?x) + Bsin(?m)) ,Ae R, B e IR}

5) D’apres les deux derniéres questions,

S = {)\ex +e73 (Acos (?m) + Bsin(?:ﬁ)),)\ ceR,AeR,B¢€ ]R}

Exercice 2.
- Partie A - Préliminaire

Par récurrence :

20(01)2
Initialisation : pour n = 0, le produit du membre gauche est vide donc vaut 1 et <(0)') =1.
) !
2 2 22(11)% 4
Pour n =1, 2kk1:2 1:2et (') :§:2.
w1 2k — - (2)
Hérédité : supposons la propriété vraie au rang n et démontrons la au rang n + 1.
ﬁ 2k ﬁ 2k Jnt2 221 (nl)? y 2n4+1) x2(n+1)  22""2((n+1)!)?
1 2k —1 1 2k—1 2n+1 (2n)! (2n+1) x (2n+2) (2n + 2)!
La propriété est initialisée en n = 0 (et n = 1), elle est héréditaire, elle est donc vraie pour
tout n € IN.

- Partie B - Expression de W,

™

1) Wy = f 2 Ldt=Z et W= f sin(t)dt = [~ cos(t))? = 1.
0 0

2) Wyio :f sin””(t)dt:f sin"1(t) x sin(¢)dt
0 0

Wi = [sin"1(2) x (- cos(t))]f — f§ (n+ 1) cos(t) sin”(t) x (— cos(t))dt

donc W10 = (n+1) f cos® t sin” tdt.
0

3) D’apres la question précédente, Vn € IN :
T T

Wit = (n+1) J . cos® tsin" tdt = (n + 1) J ’ (1 — sin’ t) sin” tdt - qone
0 0
= (n+ )W, —(n+1)W,.2

1
Wihio+ (n+ D)W= (n+2)W,0 = (n+ 1)W, ou encore W, 5 = n_::—_2 .
n
4) La question précédente permet d’affirmer que Vk € N,
koo
27 —1

Wop = x Wo.

w125

En utilisant la partie préliminaire, on obtient donc Wy, =



5)

De méme qu’a la question précédente VEk G N,

k . .
279 27 —1
W- = x Wy =
bt g2j+1 !_[2] l_[2g+1
Le second produit est télescopique, donc en utilisant la partie préliminaire, on obtient
22k (K1)? 1 22k (k)2
W1 = =

20 2%+ 1 @k+D)
Si n est pair, autrement dit n = 2k, k € N,
(2k)! T 22F(k!)? T T
W W1 = Wo W- = —"— X = = = .
T = o S Rk ) 202k+ 1) 2+ 1)
Si n est impair, autrement dit n = 2k + 1,k € N,

22k (k)2 (2k +2)! T (2k+2)m T
W W1 = Wop i W- = - = = =
T e e = o N e (e )2 2 Ak 1Ex2 202k 12)
s
2(n+1)
Dans les deux cas on a bien, W,/ W, = ﬁ

- Partie C - Equivalent de W,

1)

vVt € [O, 2] 0 < sint < 1, notamment on peut multiplier I'inégalité par sint > 0 sans
changer son sens :

vt € [0;2],0 <sin’t <sint < 1.

Les inégalités de la question précédente, valables sur [0; g], permettent d’écrire (apres

multiplication par sin”(¢) > 0) pour tout n € IN :
T i T

J 2 sin T2 (t)dt < sin ™ (t)dt < J 2 sin”(t)dt ¢’est-a-dire,
0 0
vn € IN, Wn+2 S Wn+1 S Wn
Comme par ailleurs, Vt € ]0; g[ ,sin™(t) > 0 et comme la fonction sin est continue,
vn € N, W, > 0.

W, W,
On en déduit donc en divisant par W,, > 0, Vn € NN, W+2 < W+1 <1
, . n-+1
Montrons d’abord que W,, ~ W, o : d’apres B-3), on a Vn € N, W, ,, = 5V =
n

Wn+2 _n +1 n—>+oo

W, n+2
En %tﬂisant la question précédente a présent, on a alors par le théoreme des gendarmes

1 qui est la définition de W,, ~ W,,15.

Wn n e.)
1 "279° 1 donc Wy, ~ Wi,

W

D’une part, d’apres B-6), W, W, 11 = ﬁ D’autre part d’apres la question précédente,
n
W, ~ W, 1. Donc,
i

W2~ W, W, = ——— ~ — ce qu'il fallait démontrer.

" Tt 2n q

Aucune regle du cours ne concerne les « racines carrées d’équivalents » mais la question

précédente nous permet de penser que W,, ~ ——. Démontrons le :

V2n

W, W2
Comme Vn € N, W,, >0, lim = lim 4| —= =1 donc
n—+oo VT n—too o
V2n

/71'



- Partie D - Calcul de lim J e du.
r—400

)

8)

La fonction u — e~ est définie et continue sur R donc par le théoreme fondamental du
x

calcul différentiel, F' : z € R — J e~ du existe et est I'unique primitive de u +— e’
0

s’annulant en 0.

uws e est positive pour tout u € R donc sa primitive est croissante sur R.
Or F(0) = 0 donc Vx € Ry, F(z) > F(0) = 0.

Etudions la fonction f:teRw et -1+t quiest définie et C* sur R.
f't)=—e"4+1>0<¢e >1«<1t>0donc f est croissante sur [0;+oo| et décroissante
sur | — o0; 0].

Comme de plus, f(0) =1—1=0, f passe par son minimum 0 en 0 et

VieR,1—-t<e.

Il s’agit maintenant de démontrer la seconde partie de I'inégalité : Vt € [0;1], ™" < IL—I—t &
Vie[0;1],1+t<e'=Vte[-1;0],1 —t <e ' ce que nous venons de démontrer.

1
Donc Vt € [0;1],1 -t <e ' < ——

14t
u? o
Posons v = v/nt donc t = — (avec n € IN) dans 'inégalité précédente :
n,
w2
u? = 1
Vue[0;v/n],1-—<e n < =
n u
1+ —

n
Cette inégalité concerne des termes qui sont tous positifs et la fonction x +— x™ est croissante

sur Ry donc en élevant a la puissance n :
2 n
U

u\" -— ) u?\"
‘v’uE[O;\/ﬁ],(l—g) <len | =ev S(l%—?).

L’inégalité de la précédente question est vérifiée pour tout u € |:0; \/ﬁ] donc en utilisant la

croissance de l'intégrale :

vn ug n Vn ) Vn U2 -n
f (1 B _) du < f e du < J (1 + —) du ou on reconnait F(\/ﬁ) dans le
n
0 0 0

n
membre central.
T

Par définition, Vn € IN, W,, = 2 sin"(t)dt.

0
Effectuons le changement de variable s = 3 —t,t =% — s, dl = —ds.

)

7

0 T 5

Vn e N, W, = fw —sin” (5 — 3) ds = J cos™(s)ds car Vs € R, sin (£ — s) = cos(s).
2

0

Effectuons le changement de variable u = /nsinv, du = y/n cosvdv :
s T

\/ﬁ 2 n - <2 n
f (1 — u_) du = f 2 (1 _ e U) Vncosvdy = f 2 (C082 v)n Vvncosvdv = /nWay 1
0 0 0

n n
d’apres le résultat de la question précédente.

u=+/ntanv, du = /n X




™ ™

\/ﬁ 2N n 2 -n -
1 n—
J (1+u_) du:J4(1+ntan U) Vn x xdv:\/EJZL(COSQU) “dv <
0 0 n 0

n cos2 v

V/nWa,_o car I'intégrande est positive donc l'intégrale croissante.

9) D’apres la question 2), nous savons que F' est croissante donc
Vo e [vn;vn+1],F(vn) < F(z) < F(Vn+1).
Or, d’apres les questions 5), 7) et 8), nous savons de plus que
vn € N, /nWan1 < F (1) < /nWap_o.
On a donc, Vz € [\/ﬁ, \/W] A MWani1 < F(2) < V/n+ 1W,.

nm /T

Enfin, d’aprés C-5), VnWa,i1 ~ Vn + 1Ws, ~ = .
2 X 2n 2

! T
Donc par application du théoreme des gendarmes, liIJP f e dy = %
T—r+00



