Maths - DS n°3 - Mardi 9 décembre, 2 heures

Correction DS n°3

1)

Exercice 1.

2t
h— =1:
Y o1l o
Equation homogene : ¢/ — T =Y = 0

t2u

14+ u?

Solution particuliere de I’équation avec second membre par la méthode de variation de la

y = \exp du):)\(1+t2)7)\€]R.

constante :

N(1+t*) =1 et on choisit A = Arctant.

Conclusion : la solution générale de I'équation avec second membre est la somme de la
solution générale de I’équation homogene et d’une solution particuliere de 1’équation avec
second membre donc

y = (A + Arctant) (1 + ¢?) avec \ € R.

32 — 52 —2z=¢%:
On résout I'équation caractéristique :
DET —1

3x2—5x—2=0,A:25+24:49,S:{T}:{2;?}_

Les solutions de 'équation homogene sont donc z = Ae? + e, (A, p) € R2.

Solution particuliere de 1’équation avec second membre : on cherche z sous la forme Ute*
car 2 est solution simple de I’équation caractéristique.

= Ut +U)e*.

2" = (4Ut 4 4U) e*

32" =52 =22 =U (12t + 12 — 10t — 5 — 2t) e* = &*

SU=1

Finalement, les solutions de 1’équation différentielle sont les fonctions

2t

z = 674—)\6%—1-;;6%,()\,;;) € R?



Exercice 2.

w + v o+ w = —1
S & {u + w + w =0
u + v + ow =1
20 + 1-dw = -1 Ly +— Ly —iLy
& {u + w + w =0
(I—i)v + (—1w 1 Ly« L3 — Ly
(3—1)v 0 L+ Ly + Ls
= {u + w + w =0
(1—-dv + ((—Hw =1
v =0
= U = —w:%
w = =

Finalement, ce systéme possede une unique solution (u;v; w) qui est

144  —1—i
(U,U,ZU) ( 2 ) Y 2 )

Exercice 3.

. S X 1

Résolvons I'équation homogene : (Ey) :y' — ] sy =0
—x

On calenle —A(r) = | ——ar= [ — L 4

n calcule —A(z) = —dt = - - 4+

1— ¢ (1—1)(1+1)
b c

P 1 herche (b; R? tel = .

our cela, on cherche (b;c) € els que T—— 1—t+1+t
En multipliant par 1 — ¢ on a d ! 2D one b= L apres dvaluati t=1

n multipliant par 1 — ¢ on a donc = onc b = = apres évaluation en ¢t = 1.

P P 1+t L+t 2 P
. - 1 b(1+1) [ .
De méme, en multipliant par 1 +¢ on a donc 17 1-1 + ¢, donc ¢ = 5 apres évaluation en
t=—1.
1" 1 1 1 . -
Donc —A(z) = = | ——+——dt = = [~ In(1 —¢) + In(1 + ¢)]” puisqu’on cherche une primitive
2 1—¢t 1+t 2

sur | —1;1][.

1
1 il I) (apres simplifications).
—x

1
Donc yy = Xe 4@ = ) i ay
-2z

Trouvons une solution particuliere de (F) par la méthode de variation de la constante :

Al l+z 1 , 1 - .
l—x_l—x:A —1—_x2=>)\—Arcsm(x).

Donc I'ensemble des solutions de (E) est

Donc —A(x) = ln(

A

1+2x2
11—z

S = {x — (A + Arcsin(z)) , ou A€ ]R}



Exercice 4.

1) On cherche A réel positif et ¢ réel tels que V¢ € R, cos(t) — v/3sin(t) = Acos(t + ¢).
Or Acos(t + ¢) = Acos(t) cos(¢p) — Asin(t) sin(¢).

A = 1
On a donc C?S<¢)
Asin(¢) = V3
Donc A2 cos?(¢) + A?sin?(¢) = A2 =1+3 =4.
1
cos(¢) = 3 -
Donc A = 2 et et on pose, par exemple, ¢ = —.
. V3 3
sin(¢) =
2) (F) < u" 4+ u=cos(t) — V3sin(t) = 2cos(t + Z) d’apres la question précédente :
Equation caractéristique : 7> +1 = 0 qui a deux solutions r = ¢ ou r = —1.

L’équation homogene a donc pour solutions u = A cos(t) + psin(t), (A, ) € R2.

On cherche une solution particuliere de I'équation v’ + u = 2¢5 et sous la forme u = Ute't
puisque 7 est solution simple de 1’équation caractéristique.

u = (iUt + U)e™.

' = (=Ut + 2iU)e"

U+ u = 2iUe" = 2eF et

AT AT —im

S U=e3" 2 =5

Finalement, les solutions de I'équation différentielle sont les fonctions

u = tcos (t — %) + Acos(t) + psin(t), (A, i) € R?

Exercice 5.

L0 oy T
1) Iy = L o dz = fo e dz = Arctan(1) — Arctan(0) = 1
1
T

;o bt . 20, W(1+1%) (1 +0°) In(2)
) T2 T2 T 2 2

1 2 L 2
1-1 4 —
L=| S—dr= | =1 fy= — =
Ol—l—x 0 1+2 4

2) Pour tout n € IN :

1
" _|_xn+2
L+ 1 = f S e 1
, Ll+a?

1
1 2

= z" +Idx
0 1+ 22

|:xn+1]

B n1+10

n+1
3) Par récurrence sur n € IN :

Initialisation :



™ T
-1 OI =], = — et — —
GO =to= et g+ 2517 g
. In(2 In(2 O (=1)F  In(2
De méme, (—1)°Iyxo1 =1, = ; ) et ; ) +kZ:1: ( Qk) = é )
Hérédité -
Supposons que pour n € IN donné, on ait
(- = S o
m 4 Aok
n(2) | & (—1)F
-1l =
(=1)"L2p11 5 +kZ:1: Y
Alors
(—1)n+1]2(n+1) = (—1)"+112n+2
1
= (—1)”“l (Zn 1 I2n) d’apres la question 2)
(_1)n+
= —1)" 1y,
Ty eial T
1)~ L
= # + % + kzl: % d’apres I’hyp. de récurrence
n+1 k
™ (1)
-1t ; 2k — 1
et
(_1>n+112(n+1)+1 = (_1)n+112n+3
1
— (—1)”+11(2n 5~ 2n+1) d’apres la question 2)
(_1)n+
= —1)"1y,
2n+21 + (=1)"Ian 41 k
—1)" In(2 5 (—1
= é(n :_ 0 + n; ) + kz_l: % d’apres 'hyp. de récurrence
In(2) & (=1)*
2 +; 2k
Conclusion :

La propriété est initialisée pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang, donc pour tout

n € N,
T oo (1)F
1)L, —
(=1L 4+;2k—1
In(2) N (—1)k
)y = —
(=1)"Iopt1 5 +k:1 T

4) Soit n € N et x € [0;1].

n

€T
A

dénominateur strictement positif.
n+1 n n
e <z <l=0K < * car
ST 1+22 14 22 1+ 22

e 1+ 22 > 1 et la fonction inverse est décroissante sur R? , donc

1 g z"
T <1 dont' on de(.h.nt que T2 < z" car 2" > 0.
Donc pour tout entier positif n et tout « € [0;1], on a

car le membre droit est un quotient dont le numérateur est positif et le

> 0 d’apres le point précédent.

n+1 n

< L < z <
O\1+x2\1+x2\x




5) En intégrant 'encadrement de la question précédente, valable pour tout = € [0; 1], sur le

segment [0; 1], on obtient, pour tout entier positif n :

1 L on Lo 1
Odz < 2d:cg deg z"dx
0 0 14+ 0 142 0

d’ot1, pour tout entier positif n,

1
0<lpyr < I < —
+1 n+1

La suite (I,,),,. est donc décroissante, positive, donc convergente, et en utilisant le théoreme

des gendarmes appliqué a l'inégalité précédente, on a

lim I, =0

n—-4o00

6) D’apres la question 3) : pour tout entier positif n,
o (=D ™ o (=DM ™
— (—1)"Iyy — = d S U A
;%—1 (=1)"n = 5 OHC;%—l (=1 + 5

Or d’apres la question précédente, lim [y, = 0 donc
n——+o0o

n -1 k+1
i STEDT 7

oo dd 2k —1 4

7) De meéme, d’apres la question 3) : pour tout entier positif n,

o (D" n In(2) o (D n In(2)
Z ok = (=1)"Ion41 — 5 donc Z — = =2(—1)"Iopt1 +2 9

k=1 k=1
Or d’apres la question précédente, lim Iy, 1 = 0 donc
n——+0o

n -1 k+1
Jim > = b2
k=1



