Polynomes

|' Maths - Feuille d’exos n° 14

I. Structure d’espace vectoriel, exemples

Ex. 14.1 Soit a € R.
Soit P,=1, P, =X —aect Py,= (X —a)’.
Montrer que Ry[X] = Vect (Py; Py; Ps).

Ex. 14.2 Soit « € R, f € R et v € R, tous deux a deux distincts.
Soit Py =(X —a)(X =0), b=(X —a)(X —7) et
Py=(X—p)(X —7).

Montrer que Ry[X] = Vect (Py; Py; Ps).

Ce résultat reste-t-il valable si au moins deux des trois réels a, 3,y
sont égaux ?

Ex. 14.3 Soit £ = R3[X].
On note ¢ I'application définie sur E par ¢(P) = X3P (+).

1. Montrer que VP € E, ¢(P) € E.
2. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
3. Montrer que ¢ est une symétrie.

4. Donner les sous-espaces caractéristiques de ¢.

I1. Division euclidienne, racines

Ex. 144 A quelle condition le polynome X* + aX? + bX + ¢ est-il
divisible par X? + X + 17

3 =2

Ex. 14.5 Soit A = ( L0

)e My(R).

1. Calculer A? et montrer qu’il existe a € R et b € R tels que
A2 = CLA + b]g

2. Soit n un entier naturel. Donner le reste dans la division eucli-
dienne de X™ par X? — 3X + 2.

3. Déduire des deux questions précédentes les coefficients de la
matrice A™ en fonction de n.

Ex. 14.6  Soient P € C[X] et (a;b) € C* avec a # b. Exprimer en
fonction de P(a) et de P(b) le reste de la division euclidienne de P par
(X —a)(X —b).

Cette formule reste-t-elle valable si a = b7

Ex. 14.7  Soit P un polynome de R[X] dont les restes dans la division
euclidienne par (X — 1), (X —2) et (X — 3) sont respectivement 3, 7
et 13.

Soit R le reste de la division euclidienne de P par (X —1)(X —2)(X—3).

1. Déterminer les valeurs de R(1), R(2) et R(3).
2. En déduire l'expression de R(X).

Ex. 14.8 (Cor.)  Déterminer les polynomes P dont le reste dans la
division euclidienne par (X — 1) est 11 et le reste dans la division
euclidienne par (X + 1) soit —5.

Ex. 14.9 n € IN*. Montrer que A est divisible par B pour :
e A=nX"""'—(n+1)X"+1let B=X —1;
e A=nX""'—(n+1)X"+1et B=(X—1)%;
e A = cos((n—1)0) X" — cos(nf)X™ — cosX + 1 et B =
X? —2cosfX + 1.

Ex. 14.10  Montrer que tout polynome de degré impair admet au
moins une racine réelle.

Ex. 14.11  Soit P un polynéome de R3[X] tel que P(0)? + P(1)* +
P(8)? 4+ P(15)* = 0. Montrer que P est le polynéme nul.

Ex. 14.12  Montrer que V(m;n;p; q) € N4,
X? + X2 4+ X + 1 divise X473 4 X442 4 X4+ 4 X4,



Ex. 14.13 (Cor.) Déterminer (a;b;c) € R® de sorte & ce que
P = X5 —-5X*+aX?+ bX + ¢ admette une racine d’ordre 4 dans
R.

Ex. 14.14 [¥]  Soit P € K[X].
Montrer que P — X divise Po P — X.

ITI. Factorisation, relations coefficients/racines

Ex. 14.15
1. Développer (X —a)(X —b)(X —¢).

2. Montrer que pour tout (a;b;c) € C3,
(a+b+c)P=a*>+b+c+3(a+ b+ c)(ab+ ac + be) — 3abe.

3. Résoudre les systemes suivants en considérant les inconnues
réelles, puis en les considérant complexes :

s

Ex. 14.16 (Cor.)  Factoriser P = 8X® — 12X? — 2X + 3 sachant que

ses racines sont en progression arithmétique.

Ex. 14.17

r+y+z =-2
4y’ +22 =0
$3+y3+23 :1

r+y =1

1,2_+_y2 =13 (52)

On définit une suite de polynomes (P, ),en en posant :

P():l s PlzX, et VnE]N, Pn+2:2XPn+1—Pn.

Les polynomes P, sont appelés Polynomes de Tchebychev.
1. Calculer les polynomes P, P, P.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 1,
le polynome P, est bien défini, qu’il est de degré n et que son
coefficient dominant est 271

3. Démontrer que: VYneIN , Vre R, cos(nx)= P,(cosx)

Ex. 14.18

P=16X"*—-32X3+24X? —8X +1

4. En déduire que le polynome P, admet n racines simples dis-
tinctes qui sont :
2k+1)m
ak:cos(g) ke [0,n—1]

avec
2n

En déduire que le polynome P, est scindé sur R et donner sa
factorisation.

Pour chacun des polynomes suivants, trouver une racine
évidente et en déduire I'autre sans calculer le discriminant :
P=X?2-7X+10 Q=2X%+9X-11 R=X?2-2iX-1

Ex. 14.19  Soit n € IN avec n > 2. Déterminer le reste de la division
euclidienne de P = (X — 3)* + (X —2)" — 2 par :

1. Q=X —-3.

2. Q=(X-3)(X—-2).

3. Q= (X—-2)72
Ex. 14.20  Factoriser dans C[X] puis dans R[X] :
P=X'"-1 Q=X*"-3X?2-4 R=X°-1
Ex. 14.21  Factoriser dans R[X] :

Q=X*"+18X%+81
Ex. 14.22 (Cor.)
P’ divise P.

Ex. 14.23 Soit @« € R et n € IN*.

1. Déterminer les racines de P = (X + 1) — e%ne,
sin | — +«
n

Ex. 14.24 Centrale MP 1999 Soit P = nX""' —(n+1)aX"+a""!
ounacCetn=>2.
Montrer que (X —a)? divise P et calculer le quotient de P par (X —a)?.

Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que

—_

2. En déduire la valeur de 7}, =

b

=0



Ex. 14.25 CCP PC 1998
(X™4+1)" par (X +1)27

Quel est le reste de la division de

IV. Fractions rationnelles

Ex. 14.26  Effectuer la division euclidienne de A(X) = X3 +7X?% — 2
par B(X) = X? + X + 1. En déduire les éventuelles asymptotes de

Az
r— f(z) = BEI§.
Ex. 14.27
1. Rappel : donner l'’ensemble des primitives de f : =
1
22+ 30 +2
2. Utiliser une méthode similaire pour donner ’ensemble des pri-
1
mitives de g : v — — :
3 —u

Corrections

Cor. 14.8 : Si le reste de la division euclidienne de P par (X — a)™ est R alors
P®)(a) = R®¥ (a) pour tout k € [0;m — 1].

Appliquée aux deux hypotheses de départ et & une division de P par (X +1)3(X —
1)? = (X2 — 1)3, cette propriété nous permet d’obtenir directement le résultat
demandé.

Ecrivons P = (X2 —1)3Q 4+ aX® +bX* 4+ ¢X3 4+ dX2 4+ eX + f. Les hypotheses de
I’énoncé se réécrivent

P(1)=11 = a+b+c+d+e+f b+d+f = 3
P'(1)=0 = ba+4b+3c+2d+e a+c+e = 8
P'(1)=0 = 20a+12b+ 6c+ 2d 5a+3c+e = 0
P(-1)=-5 = —a+b—ct+d—e+f 2+ d =0 <
P(-1)=0 = 5a—4b+3c—2d+e 6b+ d =0
P’(-1)=0 = —20a+12b—6¢c+ 2d 10a + 3¢ =0

f = 3 f =3
at+c+e = 8 e = 15
2a+c = —4 a = 3
b =0 )b =0
d =0 d = 0
10a4+3¢ = 0 c = —10
Donc P = (X2 —1)3Q +3X° —10X3+ 15X + 3 olt Q est un polynéme quelconque

de R[X].

Cor. 14.13 : P admet une racine » € R d’ordre 4 si et seulement si

P(r) =0 o —5ritar?+br+c = 0
P'(ry =0 6r° — 207 + 2ar + b =0
P'(ry = 0 << 30r* —60r?+2a =0
P"(ry =0 1207 — 1207 =0
PD(r)y # 0 3r? —1 # 0
o —5rt+ar? +br+c = 0
6r° — 2073 + 2ar + b = 0
o= 30r% — 60r2 + 2a = 0
r(r—1)(r+1) =0
r + iT\/ﬁ
Il y a donc 3 racines possibles : r =0,r =1 our = —1.

Sir=0,a=b=c=0.
Sir=1,a=15,b= —16et c =5.
Sir=-1,a=15,b=16 et c = 5.

Cor. 14.16 : P=8X3—12X2 —2X + 3 possede 3 racines dans C qui sont, par
hypothese, en progression arithmétique.

Dongc, il existe r € C tel que les trois racines puissent s’écrire xg, 1 = xg + 7 et
To =T+ 71 =20+ 2.

L’idée est d’utiliser le théoréme de factorisation dans C[X]| pour obtenir
un systéme vérifié par xo et r.

Ou de maniére équivalente par x, et r :
plus facile a résoudre que le premier.
Plus précisément :
P=8X3-12X?2-2X+3=8X —z1 +7)(X —21)(X —21 — 1)
Donc P = 8X3 + 8X?(—3z1) + 8X (322 — r?) — 8 (3 — r’my).

On en déduit que :

ce second systéeme est beaucoup

en remplacant x; par sa valeur...

ol

X1 = b

2 X
8(327 —r?) = -2 <:>{ 2
8 (a:zl)’ — T2:c1) = -3



-1 3
Donc r = £1, ce qui donne (dans les deux cas) zg = > et zg9 = 5 en classant les

racines par ordre croissant.

Cor. 14.22 : P € C[X] donc P est scindé. Soit a € € une racine de multiplicité
m > 0 c’est-a-dire a telle que P = (X — a)™Q avec Q(a) # 0.

P =m(X —a)"'Q+ (X —a)™Q’ divise P si et seulement si mQ + (X — a)Q’
divise (X — a)@. Or, pour X = a, on a mQ(a) + (a — a)Q’(a) = mQ(a) # 0 et
(a —a)Q(a) = 0 donc le quotient s’annule en a. De plus, les termes dominants de
mQ et (X — a)Q’ ne s’annulent pas donc le quotient est de degré 1.

Le quotient de (X — a)Q par mQ + (X —a)Q’ est donc de la forme k(X — a) avec

ke Cr.

On a donc (X —a)Q = k(X —a)(mQ + (X —a)Q') & (1 —km)(X —a)Q =
k(X —a)?Q < (1 —km)Q = k(X — a)Q’ et comme Q(a) # 0, la seule possibilité
estQ’:O,k:%.

Donc les polynomes P € C[X] tels que P’ divise P sont les polynomes de la
forme P = ¢(X —a)™, avec a,q € C,m € IN*.

Remarque : si P est un polynome constant, P’ = 0 ne divise pas P saufsi P = 0. Ce
cas est pris en compte dans le résultat donné puisqu’on interdit m = 0 (polynomes
constants non nuls) mais qu’on autorise ¢ = 0 (polynéme nul).



