II1. Corrections

Cor. 2.8 :

1. F et G sont bien inclus dans F.
La matrice nulle est a la fois symétrique et antisymétrique.
Enfin, étant donnés A, B € F, A\, u € R,
(/\A + uB)T = MT + uBT = XA + B, qui est donc symétrique - par caractérisation a l'aide de la
transposition.
Donc F' est un sous-espace vectoriel de F.
On fait de méme pour G.

2. Par analyse-synthese : on souhaite montrer que VM € E,3!1S € F,3A € G,M = S + A (définition de deux
espaces supplémentaires)
Analyse : supposons que S et A existent, alors
MT=ST4+AT=5-A
et M =S5+ A - -
M+ M M- M
DoncS=+TetA:—.
Donc si S et A existent, alors elles sont uniques et données par les deux expressions précédentes.
Synthése : En reprenant les deux expressions obtenues ci-dessus,
M+MY M- MT

StAd=—p—+—F—=M

e (M+MT\T MM

St = = =9
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Donc M =5 + A, S est symétrique et A antisymétrique, ce qu'il fallait démontrer.
F et G étant supplémentaires dans F, on peut définir

e la projection pp sur F parallelement a G ;

e la projection pg sur G parallelement a F';

e la symétrie s par rapport a F parallelement a G.

M+ MT M- M*T . . 4ok
3. pr(M) = T’pG(M) =— et s(M) = MT d’apres la question précédente.

En particulier, nous venons de montrer que la transposition est la symétrie par rapport a ’espace vectoriel
des matrices symétriques, parallelement a ’espace vectoriel des matrices antisymétriques.

1 2 3
4. On cherche les matrices M € E, telles que Pr(M)=| 2 4 5 | que nous noterons S.
3 5 6

Par définition de pp, on a donc M = S + A ol A est antisymétrique. Donc les solutions de cette équation
sont les matrices
1 242 34y
M=|2-2 4 54z |,(z,y,2)€R?
3—y H—z 6

Cor. 2.9 : Si a = 0, il est nécessaire et suffisant que |b| = 1.

Sinon, effectuons une démonstrations par analyse-synthese :

—a+9
a4 ol 62 = a? — 4b, sont toutes les deux de

Analyse : supposons que les solutions de (E), qui sont z1 2 =

2

module égal a 1.
On a donc : _ _

, (a+0)(@+4) |a|®>+[0* +2Re(ad)
|z1|” = = =

4 _ 4 _

, (a=2d)(a—2¢) l|a*+][6> —2Re(ad)
|Z2| = = 4 = 1
La condition |21| = |22| s’écrit donc Re (ad) = 0,
c’est-a-dire ad = —ad

ou encore §%a% € R_.
Ceci nous donne comme condition nécessaire sur (a;b) :



a|* —4ba®? e R- < (a=0 ou 3IA € R_, |al* — X = 4ba?)

< (a=0 ou 3X € R_,[a[*a® — Xa® = 4bla[*)

& (a=0o0uNeR 4b=(1-A)a?)

< (a=0 ou 3Ir € [1;4oc[,4b = ra?)

Cherchons maintenant r de sorte a ce que les deux solutions soient de module 1.

o la?+1]0]* _|a?+ (r—Dla]® _ rla® 4
= = = = 1 dO C = T
72l 1 1 1 P
Ceci termine notre analyse : si les solutions de (F) sont toutes les deux de module 1, alors (a =0 et |b] = 1) ou
s
e

Synthése : la condition (a = 0 et |b] = 1) est manifestement suffisante.

Supposons que b =

[a?”
- 40> 4
Alor802:a2—4b:a2—i:(l——)a?
|af? |al?
- 4
Donc 6 = +a\|1 — — si |a] > 2
al?
. 4 .
et 0 = fia\| — — 110 < a| < 2.
af?
4
—1x\|1-—
. E) |al .
On obtient donc 22 = 5 = 5 a dans le premier cas

2
—a+d |al
= a dans le second cas.

et 21,2 =
Oun vérifie alors que seul le second cas conduit a des racines de module égal a 1, et que la condition nécessaire et

suffisante recherchée est donc )

(0< la| <2etb= ﬁ?) ou(a=0et|b] =1)
a



