II1. Corrections

Cor. 2.2 : Analyse : soit f : R — R telle que
VeeR,Vy eR, flz — fly))=2—z—y

Notamment, pour y réel quelconque et = f(y), ona: f(0) =2 — f(y) —y.
Donc Vz € R, f(z) =2 —z — f(0).

Donc pour =0, f(0) =2 — f(0), c’est-a-dire, f(0) = 1.

Finalement, si une telle fonction existe, alors elle est unique et

VeeR, flz)=1—=x

Synthése : soit f:x e R—1— .

Alors, pour tout réel x, pour tout réel y,
fa=fy)=1-(@@-Q1-y)=2-z-y.

Conclustion : il existe une unique fonction réelle de la variable réelle vérifiant
Ve e R,Vy € R, f(a: — f(y)) =2 — 1z — y et cette fonction est
frzeR—=1-2

Cor. 2.3 :

1. Analyse : supposons que GG est un sous-espace vectoriel de F.
Alors v € F,donc 1 —a — b =0, c’est-a-dire a + b = 1.
Synthése : supposons a + b = 1.
Alors v € F, donc VA € R, Av € F puisque F' est stable par combinaisons linéaires.

Donc G C F, or G est l'espace vectoriel engendré par v, donc G est un sous-espace vectoriel de F.

2. Supposons a + b # 1.
Soit u = (x;y;2) € FNG.
ue Fdonce—y—2z=0.
u € G donc y = ax et z = bz.
Donc z(1 —a —b) =0, donc = 0 (puisque 1 —a — b # 0) donc v = Op.
Donc dim(F + G) = dim(F) + dim(G) =1+1=2: F + G = R~
Donc F' et G sont supplémentaires.

Cor. 2.4 :

1. A est le produit d’une matrice de M,, 1(R) par une matrice de M ,,(R), le produit est donc possible et A

est une matrice carrée n x n.

r est le produit d’une matrice de My, (R) par une matrice de M,, 1(R), le produit est donc possible et r

est une matrice 1 x 1, c¢’est-a-dire un nombre réel !

2. Par définition du produit matriciel, Vi € [1;n],Vj € [1;n],
1

a;j = E i kY56 = T3y; puisque X et Y n’ont qu'une seule colonne.

k=1
n n
3. De méme, 11 =17 = Zyk,lxk,l = Z TrYk-
k=1 k=1
4. Soit k > 1.
AP = XYTXYT Xyt =X YTX. . Y'X YT =ph-1XYT = ph-14,
%,—/
k facteurs XYT k—1 facteurs YT X

On aurait aussi pu montrer cette identité par récurrence.

5. Procédons par analyse-synthese :
Analyse : supposons que A + I,, soit inversible et soit B € M,,(R) son inverse.
Par définition, B(A+ I,) = BA+B=1,et (A+1,)B=AB+ B =1I,.

Notamment A et B commutent et B = I,, — AB = I,, — A(I, — AB) = I, — A+ A*(I, — AB) = ...

On peut donc conjecturer que B = I,, — A+ A? — A3 + A* — ..
En utilisant le résultat de la question précédente, on peut par ailleurs affirmer que :

I, — A+ A — A3+ 4 (—1)PAP = I, — (A—rA+1r2A% — L+ (1)~ hP14) = [, —

condition que r # —1.
Synthése :
1°" cas : supposons r # —1.

1

_ (_r)pA

1+7r

b

a



Montrons que I, + A est inversible et que son inverse est I, — o A.
r
1 1 1
(In+A)(In——A)—I A 4oL g, +(1_ +T)A:In car A2 = rA
147 147 147 147
1
De méme, (In — A) (I, +A)=1,.
. 1+7r
2¢M€ cas : supposons r = —1.

Montrons, par 'absurde, que I,, + A n’est pas inversible.

I,+A=1I,— A% car A2 = —A.

Donc I, + A= (I, + A) (I, — A) (E).

Supposons que I, + A soit inversible et soit B son inverse.

On a donc, en multipliant (F) a gauche par B : I, = I, — A.

Donc A = 0,, ce qui est absurde puisque, dans ce cas, on aurait aussi r = 0.
Donc I, + A n’est pas inversible.

Conclusion :

I, + A est inversible si et seulement si r # —1, et dans ce cas,

_ 1
Li+A) =1, - A
(In+4) 1+7r
Cor. 2.5 :
Cor. 2.6 : Posons X =e® >0 et Y = e¥ > 0. Le systeme se réderit :
chx+chy = a X—i—%—i—Y—f—% = 2a
shz+shy = b X—-x+Y—5 = 2
Ly« Bfl X4y = a+b X+Y = a+b [ X+Y = at)
L<——L2 ++y = a—b X = a—b Xy = o

Or deux nombres r1, 79 dont on connait le produit P et la somme S sont solutions de I’équation
r? — Sr+ P = 0 (relations coefficients-racines dans les équations du second degré)
Donc X et Y sont solutions de 2 — (a + b)r + Z—i‘g =0.
(a+0b)(a? —b* —4)
a—b
Nous cherchons des solutions X et Y réelles strictement positives avec par hypotheses a > bet XY =
b>—a
A>0&a®>—-b*-4>0sa> Vb2 +4 (car a=chz +chy > 0).

- 2
atbt VA atb /G D (ah) (VAP —Va? =57 —1)
ry = >0etrg = 5 = SN/ > 0.

a+b
A:(a+b)2—4a—fb:

Une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que le systeme ait des solutions est donc

b2 44

Cor. 2.7 : Analyse :

Soit f une solution de I’équation fonctionnelle Vx € R, f(z) + zf(1 —z) =1 + .
Pour 2 = 0, on obtient f(0) = 1.

Pour 2 = 1, on obtient f(1) + f(0) =2 donc f(1) =1

“+b > 0 donc

En posant u = 1 — z;, ’équation fonctionnelle devient f(1 —u) + (1 —u)f(u) = 2 — u, qui doit étre vraie pour tout

u.
On a donc, pour tout réel x,

(E1) : f(x )Jr:z:f(l —xz) =14z et aussi (E2) : (1 —z)f(x)+ f(1—2)=2—=x.

(E1) — x(E2) donne donc (22 —z + 1) f(z) = 2* —z + 1.

Or, pour tout réel z, 22 —z + 1 > 0, donc, si une solution existe elle est unique et vérifie

Ve eR, f(x) =
Synthése :

Soit f la fonction constante égale a 1 sur R.
Vérifions que f est solution de I’équation fonctionnelle donnée :



VeeR,1+xx1=1+u=z.
Conclusion : il existe une unique fonction de R dans R vérifiant Vo € R, f(z)+2f(1 —x) = 1+ x et cette fonction
est la fonction constante égale a 1.

Cor. 2.8 :

1. F et G sont bien inclus dans F.
La matrice nulle est a la fois symétrique et antisymétrique.
Enfin, étant donnés A, B € F, A\, u € R,
(M + uB)T = AT + BT = M + uB, qui est donc symétrique - par caractérisation a l'aide de la
transposition.
Donc F' est un sous-espace vectoriel de F.
On fait de méme pour G.

2. Par analyse-synthese : on souhaite montrer que VM € E, 35S € F,3A € G,M = S + A (définition de deux
espaces supplémentaires)
Analyse : supposons que S et A existent, alors
MT=ST4+AT=5-A
et M =5+ A - -
M+ M M- M
DoncS:—i_TetA:—.
Donc si S et A existent, alors elles sont uniques et données par les deux expressions précédentes.

Synthése : En reprenant les deux expressions obtenues ci-dessus,
M+MY M- M"Y

StA=——t—F—=M

o (M4+MT' MT4+M

ST = - ~5
2 2

o (M- MT\T MT M

Donc M =S + A, S est symétrique et A antisymétrique, ce qu’il fallait démontrer.
F et G étant supplémentaires dans E, on peut définir

e la projection pp sur F parallelement a G ;

e la projection pg sur G parallelement a F';

e la symétrie s par rapport a F parallelement & G.

M+ M?* M- MT
3. pr(M) = T,pg(M) =— et s(M) = MT d’apres la question précédente.

En particulier, nous venons de montrer que la transposition est la symétrie par rapport a ’espace vectoriel
des matrices symétriques, parallelement a ’espace vectoriel des matrices antisymétriques.

1 2 3
4. On cherche les matrices M € E, telles que Pr(M)=| 2 4 5 | que nous noterons S.
3 56

Par définition de pp, on a donc M = S + A ou A est antisymétrique. Donc les solutions de cette équation
sont les matrices
1 242 34y
M=| 2—=z 4 5+2 |,(z,y,2) e R3
3—y b—z 6

Cor. 2.9 : Si a = 0, il est nécessaire et suffisant que |b| = 1.

Sinon, effectuons une démonstrations par analyse-synthese :
—a+d

2

Analyse : supposons que les solutions de (E), qui sont z1 2 = ol 62 = a® — 4b, sont toutes les deux de

module égal a 1.

On a donc : _ _

, (a+0)(@+4) |a|®>+ [0 +2Re(ad)
|Z1| = 4 = 4 =
202 (a—0)(a—0) |a|*+ 6> —2Re(ad)
Z9| = = =

4
La condition |21| = |22| s’écrit donc Re (ad) = 0,

c’est-a-dire ad = —ad
ou encore §2a% € R_.



Ceci nous donne comme condition nécessaire sur (a;b) :
a|* —4ba®? e R- < (a=0 ou 3 € R_, |a* — X = 4ba?)
< (a=0 ou 3X € R_,[a[*a® — Xa® = 4bla[*)
& (a=0o0u3NeR 4b=(1-25)a?)
< (a=0 ou Ir € [1;4oc[,4b = ra?)
Cherchons maintenant r de sorte a ce que les deux solutions soient de module 1.

o _la? 4102 _|a?+(r—1)al* _rla® _ _ 4
|z12]" = 1 = 2 == —1doncr—W.
Ceci termine notre analyse : si les solutions de (F) sont toutes les deux de module 1, alors (a =0 et |b] = 1) ou
2
a
= W.

Synthése : la condition (a =0 et |b| = 1) est manifestement suffisante.

Supposons que b = —.
af?

4a? 4
A10r552:a2—4b=a2—i=(1 )aQ.
a

|af?
- 4
Donc 6 = +a\|1 — — si |a] > 2
af?
) 4 .
et 6 = *ia W—1s10<|a|<2.
4

L e W
- a
On obtient donc 212 = a2 = 5

| 4
—1+i\|— -1
Cais [af?

On vérifie alors que seul le second cas conduit a des racines de module égal a 1, et que la condition nécessaire et
suffisante recherchée est donc

a dans le premier cas

a dans le second cas.

et Z1,2 =

2
(0< la| <2etb= ﬁ?) ou(a=0et|b=1)
a



