- Maths - DS n°5 - Vendredi 13 mars, 2 heures

Correction DS n°5

1)

2)
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Exercice 1.

f(x) est définie si et seulement si 2% + 2z + 4 > 0.
Or A=4—-16=—12 < 0 donc f est définie sur R.

Pour la méme raison, f est dérivable sur R et Va € R,
242 1
['(z) = Rl = A qui est du signe de = + 1.
2VA+2x + 12 4+ 2+ 2?2

Donc f est strictement décroissante sur | — oo; —1] et strictement croissante sur [—1; +o00].

1
Effectuons un développement asymptotique de f au voisinage de +00 : posons h = — 0
T r—Foo
0.
f@) = 1)
= 4/4+ 2 + !
B h___h?
g L+2h4-4n?
= —
- (1+ 2h + 4h2)'"?
1 2h +4h*  (2h)*
= — 1 _ h2
7] ( 2 5 Tu% )
Au voisinage de © — 400, || = = donc :
3 1
f(a:) —$+1+%+m_>0+00(5)
Au voisinage de x — —o0, |z| = —z :
3 1
fla)=—r—-1- ﬁ_*—x—?—oo(;)
Donc la droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique au voisinage de +o00
et la droite d’équation y = —x — 1 est asymptote oblique au voisinage de —oc.
Au voisinage de x — 400 :
3
flz)—(x+1) = 7 t, 0 (1) > 0 donc Cy est au-dessus de son asymptote.
€T T— 400
Au voisinage de £ — —o0 :
flz)—(—z—1)=——+ o (l) > 0 donc Cy est la encore au-dessus de son asymptote.
20  x——o0 T

Allure de la courbe représentative de f :



)

Allure de C¢

... Asymptotes

—

Exercice 2.

2 -3 -3
A2=| -3 2 -3 |=-2I+3A.
9 9 10

En posant a = 3 et b = —2, on a bien A? = aA + bl;.

Soit n € IN. Calculons le reste R dans la division euclidienne de X" par X? — 3X + 2.
deg(R) < 2 donc R = rg + mX et en notant @ le quotient de la division euclidienne,
X"=(X?-3X+2)Q+ R.

De plus, X? —=3X +2=(X —2)(X —1).

En évaluant en 1, on a donc 1 =0+ R(1) = ro + 1.

En évaluant en 2, on obtient 2" = 0 + R(2) = ¢ + 271.

Par soustraction, on obtient donc 2" — 1 = 7, et en remplacant dans la premiere équation,
rg =2—2".

Donc R=2-2"+ (2" —-1) X.

D’apres la question précédente, en substituant X par la matrice A, on a :

Av = (A2 —=3A+26L)Q(A) + (2" — 1) A+ (2 —2") I5.

Or d’apres la question 1), A% — 3A + 2[5 = 0.

Donc

VneN, A" = (2" — 1) A+ (2—2") I

D’apres la question 1) & nouveau A% — 3A = —213, c’est-a-dire A (%Ig — %A) =1

et de méme (%Ig — %A) A = I3 en factorisant a droite par A.



Donc A est inversible et

3 1 1

3 1 2 2 2
-1 A= L3 1
At =Sh-cA=| L3
=3 =8 =L

2 2 2

Exercice 3.

1) Soit n un entier naturel et f : z € ]2n7r; 5+ 2n7r[ — xsin(z) — 1.
f est bien définie, continue et dérivable sur I,, et
Vo € I, f'(z) = sin(z) 4+ x cos(z) qui est positive car sur I,,, cos et sin sont positives.
Donc f est strictement croissante, continue, f(2n7w) = —1 et f (2n7r + %) =2nt+35—-1>0
donc
pour tout entier n € IN, il existe une unique racine dans l'intervalle I,, = ]an; 7+ 2n7r[,
notée x,, a I’équation zsin(z) = 1.

2) Par définition, ¥n € N, x,, > 2nm, donc d’apres le théoreme des gendarmes, liIJIrl Ty = 400.
n——+0oo

3) On pose pour tout entier n € N, y,, = z,, — 2nm.

a) Par définition, pour tout entier naturel n, x, sin(z,) = 1, donc sin(z,) = —.
Or sin(x,,) = sin(z,, — 2n7) = sin(y,) car sin est 2w-périodique. !

Donc, pour tout entier naturel n, sin(y,) = —.
Tp

b) Par définition, 0 <y, < g

. . . 1
En utilisant le résultat de la question précédente, on a donc y,, = Arcsin (— — 0
Tn n—-4o00

puisque lim x, = 400 et que Arcsin est continue en 0.
n——+o0o

c) D’'une part, par définition, x,, = 2nw +y, et lim y, =0 donc x, ~ 2nm.
n——+0o0o

n—-400
D’aut t ! 1+ - + o (a2
autre part, ——— = — o (x%).
P NS 2 z—0
3
x
Donc Arcsin(z) = = + 5 + o (2°) (car Arcsin(0) = 0, en primitivant).
z—
1
Donc y, ~ —— en utilisant le résultat de la question précédente.

n—+oo 2N
4) En réutilisant la démarche de la question précédente, on peut donc affirmer :

— 1 1.
[ ] xn_QnW—i_%—i_n—g—w(ﬁ)’

° i — - 1 % (1 — ; + 0 (L))
o 2nm + QL + o (l)  2nm An272 " notoo NP/ )

n

nim n—-400

1 1 1

u encore PP 8n317r3 + n_}%w (n3) :
D = Arcsin (L) = — , )
L onc y resin (zn) o 8”377_5 + 48”371—3 + n—>0.|_oo (ng)

()

- + o
2nm A8n3w3  n—+oo

Apres simplification : y, = S 1878 + n_% .

[~

w

()

e Finalement, z,, = 2nnw + vy, = 2nnw +

4873”

Ce qu’il fallait démontrer, en posant a =



1)

2)

Exercice 4.

F = @b ,aeR,be R}y = Vect Lo , 01 , donc est un sous-espace
b a 01 10

vectoriel de F.

1 1
De méme G = Vect (( 0 01 ) , ( 01 0 )), donc est un sous-espace vectoriel de E.

f est bien défini sur F, a valeurs dans E.

b
€ Fet N = a p € E, A\, u deux réels,
c d v 0

Ad o A d )
FOM 4Ny = [ ACTHO ATy @ e, 07
Ab+ B Aa+ po b a 8 «

Donc f(AM + uN) = Af(M) + pf(N).

f est bien un endomorphisme de E.

Soit M—| ¢V )ek
c d

fof(M)zf(Z Z)Z(Z 2)

Donc f est une symétrie.
Calculons Ker(f —id) et Ker(f + id).

a

Soit M:(

M:(a 2)6Ker(f—id)<:>f(M):M<:>(a:detb:c)<:>M€F
c

a

M:( Z)6Ker(f+id)<:>f(M):—M<:>(a:—detb:—c)<:>M€G
c

Donc f est la symétrie par rapport a F' parallelement a G.
D’apres la question précédente, f est la symétrie par rapport a F' parallelement a G.
Donc F' & G = E (par définition des symétries).

Donc quelle que soit la matrice M € E| il existe une unique matrice A € F' et une unique
matrice B € G telles que M = A+ B (par définition de la somme directe).

-1 3
Application numérique : soit M = A+ B = ( 5 )
P s 7T 2
Par définition des symétries, f(M) = A — B = 5
5 3 2
Donc 2A = M + f(M) = 6 donc A=| ; :
2

.J;MI»—A/—\\
[S2 SN @)

—4
=1
2

EtB:M—A:(

).

Exercice 5.

Posons ¢ : z € [0;1] — f(x) — .
g est la différence de deux fonctions continues, donc est continue.
Par ailleurs, ¢(0) = f(0) > 0 car f([0;1]) C [0;1]



et g(1) = f(1) — 1 < 0 pour la méme raison.
Donc g change de signe, donc il existe x € [0; 1] tel que f(z) = .

Soit f € C°(R). On suppose de plus qu'il existe a € R tel que f(f(a)) =a.
Notons b = f(a).
e si b =a, on a trouvé un réel x (ici a) tel que f(x) = z;
e sib>a, posons g:x € [a;b] — f(x) — x. g est continue.
De plus, g(a) = f(a) —a=b—a >0
et g(b) = f(b) =b=f(f(a)) —b=0a—-b<0.
Donc g est continue, change de signe, donc il existe un réel x €la; b, tel que f(z) = x;
e enfin, si b < a, en posant g : x € [b;a] — f(x) — z, le raisonnement du point précédent
conduit encore a
il existe un réel = €]b; al, tel que f(x) = .

Dans tous les cas, il existe donc un réel z tel que f(x) = x.

Soit f € C°(R) décroissante sur R.
Posons g : x € R+ f(x) — x.
Soit a < b. g(b) — g(a) = f(b) — f(a) —b+a < a—bcar f est décroissante.
Or a < b, donc g(b) — g(a) < 0. Ceci étant valable pour tout couple (a;b) de réels tels que
a < b, on peut donc affirmer que g est strictement décroissante sur R.
Par ailleurs, d’apres le théoreme de la limite monotone, f étant décroissante,
lim f(x) existe et appartient a | — oo; +00]

T——00
et lim f(z) existe et appartient a [—oo; +00].

r—+00
Donc lim g(x) = 400 (par opération sur les limites)

xr—r—00

et lim g(z)= —oc.

:L‘—H—oog( )
Donc, g est continue, strictement décroissante, et change de signe,

donc il existe une unique réel z tel que f(z) = .



