Maths - Feuille d’exos n’ 16

Ensembles, applications,

dénombrement

I. Ensembles et applications

N—-N
0—0
n>0—n-—1

N—-N

Ex. 16.1 (Cor.)  Soient f : { nn-+1

et g:

1. Injectivité, surjectivité, bijectivité éventuelles de f et g.

2. Déterminer go f et fog, puis étudier leur injectivité, surjectivité,
bijectivité éventuelles.

Ex. 16.2 (Cor.) Soit E un ensemble et p : E — FE telle que pop = p.
Montrer que si p est injective ou surjective, alors p = Idg.

II. Dénombrement

Ex. 16.3  Quel est le nombre de couples (i, 7) € [1;n]* tels que :
1. i<j? ¢)i=j27
2. i< j?

Ex. 16.4 (Cor.)

1. Déterminer le nombre d’anagrammes du mot MATHS, puis du
mot EUCLIDE.

2. Déterminer le nombre d’anagrammes du mot BANANE, puis
du mot MISSISSIPI.

Ex. 16.5 Déterminer le nombre d’anagrammes des mots ABAISSER,
RESSASSER, ASSASSINAT.

Ex. 16.6
1. Combien y a-t-il de mots formés de n lettres A et p lettres B 7

Soient n et p deux entiers naturels.

2. Dénombrer les ensembles suivants en les représentant par des
ensembles de mots :

A. Deux joueurs s’affrontent dans un match en n sets gagnants.
On appelle partie la liste des scores du début jusqu’a la fin
du match. Par exemple, ((0; 0); (1;0);(2;0); (2;1); (3; 1)) est
une partie possible dans un match en 3 sets gagnants (et
cette partie a été remportée par le premier joueur).
Combien y a-t-il de parties possibles remportées par le pre-
mier joueur ?

Combien y a-t-il de parties possibles?
Combien y a-t-il de parties possibles remportées par le pre-
mier joueur avec au moins deux sets d’écart ?

B. On appelle décomposition de n en p entiers toute p-

liste d’entiers positifs ou nuls (ay; as; ...;a,) dont la somme
p

E a vaut n.

k=1
Par exemple (5;0;2;1) est une décomposition de 8 en 4 en-
tiers.

Combien y a-t-il de décomposition de n en p entiers?

Ex. 16.7
1. Combien y a-t-il de parties A de E de cardinal p € [0;n] ?
2. Quel est le nombre d’éléments de P(E)?
3. Combien y a-t-il de couples (A, B) € P(E)?*?
4. Combien y a-t-il de couples (A, B) € P(F)? tels que :
A AUB=E?
B. ANB =107
C.AUB=FEc¢t ANB=107

Soit E un ensemble de cardinal n € IN.



Ex. 16.8 Permutations de couples On doit placer autour d’'une
table ronde un groupe de 2n personnes, n hommes, n femmes, qui
constituent n couples. On considere que deux tables sont identiques si
on peut passer de I'une a I'autre par une rotation, une symétrie axiale
ou la composée d'une rotation et d’une symétrie axiale.

1. Combien y a-t-il de tables possibles?

2. Combien y a-t-il de tables possibles respectant 1'alternance des
sexes ?

3. Combien y a-t-il de tables possibles ne séparant pas les couples ?

4. Combien y a-t-il de tables possibles respectant les deux condi-
tions précédentes ?

Ex. 16.9  On appelle opération interne sur un ensemble £ toute ap-
plication de F x E dans E.

Par exemple * définie par 0x0=1,0%x1=1,1%x0=0et 1x1 =1 est
une opération interne sur [0; 1].

1. Combien existe-t-il d’opérations internes sur un ensemble a n
éléments ?

2. Combien sont commutatives ?
3. Combien possedent un élément neutre ?

4. Combien sont commutatives et possedent un élément neutres ?

Ex. 16.10 On appelle marche aléatoire dans Z toute famille (finie)
M = (mq;ma;...;my) d’entiers telle que

e m; =0;

o Vic [2;n],|m; —mi—q| =1
Un couple (m;;m;y1) est alors appelé pas de la marche aléatoire.

1. Combien y a-t-il de mots de 2n lettres formés de n lettres D et
de n lettres G 7

2. Combien y a-t-il de marches aléatoires de 2n pas se terminant
sur 07

Ex. 16.11

Ex. 16.13 [4]

II1. Calculs de sommes finies

Pour tout entier n > 3, on définit la propriété P(n) par :

« il existe (uy,ug,...,u,) € IN*" tel que u; < wuy < < u, et
n
1
1= —.»
=1 U

1. Analyse du cas n = 3 : on suppose qu'il existe (uy, ug, uz) € IN*3
telqueu1<u2<u3et1:1%14—%24—”%.
A. Montrer que u; < 3. En déduire la valeur de u;.
B. Trouver les valeurs de uy et us.

2. Montrer que P(4) est vraie et trouver tous les quadruplets qui
satisfont cette propriété.

3. Montrer par récurrence que la propriété P(n) est vraie pour
tout n > 3.

Ex. 16.12 (Cor.) Formule d’inversion Soient (;);en une suite de

nombres réels (ou complexes).

On pose pour tout entier n, vy, = Z( Z )xk
k=0
= n
Montrer que pour tout entier n, x,, = Z(—l)"‘k ( & )yk

k=0

Existe-t-il une suite z vérifiant Vn € N, Z P (—1)" 7 Si oui,
k=0

donner z, en fonction de n.

Soit n € IN*.
1. Montrer que pour tout p € IN* et tout g € [0;p— 1] on a :

2 (1))

k=q
2. On note S,,, le nombre de surjections de [1;n] dans [1;p].
A. Que dire de S, , sin <p?
B. Déterminer S, ; et S, .



C. Calculer Sy, 5.

p—1
D. Montrer que pour tout p € [1;n], S, , = p" —Z ( i ) Sk

k=1

P
e (P
E. En déduire que S, , = ;(—1)7’ k( 3 )k .
3. On note D,, le nombre de bijections de [1;n] dans lui-méme
sans point fixe. On pose Dy = 1.

A. Montrer que n! = Z( Z )Dk.

k=0

B. En déduire que D, = (—1)nZ(—1)’“( Z )k'

k=0
(Voir exercice 16.12 concernant le lien entre les deux ques-

tions précédentes)

Corrections

Cor. 16.1 :

1. f est injective mais pas surjective : en effet

e soit n,m tels que f(n) = f(m). Alorsn+1=m+1doncn=m: f
est injective.

e 0 n’a pas d’antécédent pas f: f(n)=0=n+1=0=n=—1.Or
~1¢N.

g est surjective mais pas injective. En effet :

e Soit m € IN, on cherche n € IN tel que g(n) = m. Supposons n > 0 :
m=n—1&n=m+1.
Donc m possede au moins un antécédent par g, c’est m + 1.
e ¢(0) =0 =g(1) donc g n’est pas injective.
2. Soitn e N:go f(n)=g(f(n)=g(n+1)=n (car n+1>0).

Donc g o f = idy qui est bijective.

7o g(n) = f(g(n)) = ‘ BT T
Notamment, fog(n) > 0 pour tout entier n : donc fog n’est pas surjective
(0 n’est jamais atteint),
et fog(0)=1= fog(l):donc fog n’est pas injective.

Cor. 16.2 :

e Si p est surjective, alors Vy € E, 3z € E, p(z) = y.
Soit y € E et x un antécédent.
Alors p(y) = p(p(x)) = p o p(x) = p(z) par pop = p.
Donc p(y) = y.
Finalement Yy € E,p(y) = y c’est-a-dire p = Idg.

e Si p est injective, on a Vo € E,po p(x) = p(p(z)) = p(z) et comme p
injective, p(z) = x. A nouveau p = Idg.

Cor. 16.4 :

1. MATHS est composé de 5 lettres distinctes.
Il y a donc autant d’anagrammes du mot MATHS que de permutations
de ses lettres.
Il y a donc 5! = 120 anagrammes du mot MATHS.
Au contraire, dans EUCLIDE, il y a deux lettres E. Echanger ces deux E
ne change pas le mot.
On adopte alors une autre méthode pour compter le nombre d’anagrammes
d’EUCLIDE.
Choisir un anagramme d’EUCLIDE, c’est :
7 J—
)=

e Choisir la position des deux E parmi sept positions possibles : (

21 positions pour les deux E.
e PUIS choisir la position du U : 5 choix restants.
e PUIS choisir la position du C : 4 choix restants.
e PUIS choisir la position du L : 3 choix restants.
e PUIS choisir la position du I : 2 choix restants.
e PUIS placer le D dans la seule position restante.
n

En tout, il y a donc 5! x 21 = 2520 anagrammes du mot EUCLIDE.

2. De la méme maniere que dans la question précédente :
Choisir un anagramme de BANANE, c’est :

e Choisir la position des deux A parmi six positions possibles : ( g ) =

15 positions pour les deux A.
e PUIS la position des deux N parmi quatre positions restantes :
4
(2
e PUIS choisir la position du B : 2 choix restants.
e PUIS placer le E dans la seule position restante.

En tout, il y a donc 15 x 6 x 2 = 180 anagrammes du mot BANANE.
Choisir un anagramme de MISSISSIPI, c’est :

) = 6 positions pour les deux N.



Choisir la position des quatre S parmi dix positions possibles :

( 140 ) = 210 positions pour les quatre S.

. . . 6
e PUIS la position des quatre I parmi six positions restantes : ( A ) =

15 positions pour les quatre 1.
e PUIS choisir la position du M : 2 choix restants.
e PUIS placer le P dans la seule position restante.
En tout, il y a donc 210 x 15 x 2 = 6300 anagrammes du mot MISSISSIPI.

Cor. 16.12 : Montrons-le par récurrence forte.

Initialisation : 0

s _ 0
Pour n = 0, par définition, yo = xg donc xg = Z(—l) k ( & )yk (la somme ne
k=0
comporte qu'un seul terme, et c’est yg).
Hérédite :
Supposons la propriété vraie pour tout entier k inférieur a un rang n € N
donné.

S+l S n+l
Par définition, y,41 = Z ( 3 ):ck = Tp41 + Z ( k )xk.
k=0 k=0
- n+1
Donc, Tp41 = Ynt+1 — Z ( k )Ik'
k=0

k
Or, par hypotheése de récurrence, pour tout k € [0;n], z) = Z(—l)k_i ( ]; )yi.
i=0
Donc :

Lo+l = Ynt1 —i( nz—l )Zk:(—l)k_i( ]; )yi

k=0

= Tnt1 = Yntl — ZZ( nd )( i )( 1)y,

=011=0

+1 »
:>xn+l:yn+1_ ( nk )( ) 7
0<i<k<n
- n+1
= Tntl = Ynt1 +Z yz|: ( k )( )(—1)k:|
=0 =1
- n -+

Il s’agit donc de montrer que Z (

Or( n;frl )( ]: ): k!(£n++llz'k)! 8 z’!(k:ki BI

puis( nzl )( ]; ): i!(in:llz!i) “w Jr(?t;)_(’?!—i)!'

our (")) (T )(ET)
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ce qu’il fallait démontrer.
Conclusion : ¢a marche!
La seconde question est une application immédiate de cette formule.



