Maths - DS n°6 - Mercredi 29 avril, 2 heures

Correction DS n°6

1)

2)

Exercice 1.
Le mot MATHS est composé de 5 lettres distinctes : le nombre d’anagrammes est donc égal
au nombre de permutations de ces 5 lettres, c’est-a-dire 5! = 120 anagrammes.

Le mot ASSE est composé de 3 lettres distinctes, dont une, le S, répétée deux fois. Choisir

un anagramme de ASSE consiste donc :
e & choisir la position des deux S parmi les 4 positions possibles : 5 = 6 possibilités;

e puis a choisir la position du A parmi les 2 positions restantes : 2 possibilités;
e puis a placer le E dans le dernier emplacement restant : 1 possibilité.

En tout il y a donc 12 anagrammes pour le mot ASSE.

Le mot MISSISSIPPI est composé de 4 lettres S, 4 lettres I, 2 lettres P et une lettre M. En

suivant le meme raisonnement qu’a la question précédente, on obtient donc :

11
e pour les 4 lettres S : ( A ) possibilités ;
. 7 e
e puis pour les 4 lettres I : 4 possibilités ;

. 3 qetel s
e puis pour les 2 lettres I : ( 5 ) possibilités ;

e puis pour le M : 1 possibilité.

En tout, il y a donc

11><10><9><8><7><6><5><4><3><2:11><1O><9><7><5
4! x 4! x 2

c’est-a-dire 990 x 35 = 35000 — 350 = 34650 anagrammes pour MISSISSIPPI.

Le mot ALLEZLESVERTS est composé de 3 lettres E, 3 lettres L, 2 lettres S et une lettre A,
une lettre Z, une lettre V, une lettre R, une lettre T. En suivant le méme raisonnement que

précédemment, on obtient donc :

13
e pour les 3 lettres E : ( 3 ) possibilités;
. 10 e
e puis pour les 3 lettres L : 5 possibilités

. 7 e s
e puis pour les 2 lettres S : ( 5 ) possibilités;

e puis pour le A : 5 possibilités;
e puis pour le Z : 4 possibilités;
e puis pour le V : 3 possibilités;
e puis pour le R : 2 possibilités;

e puis pour le T : 1 possibilité.



En tout, il y a donc
13 x12x 11 X100 X9 X8XTXO6XDHx4x3x2

3l x 3 x2
anagrammes pour ALLEZLESVERTS.

Ici, le calcul final n’est pas demandé : une calculatrice donne
13X 12X 11 x 10X 9x 8 X7 x5Hx2=_86486400 anagrammes.

=13x12x 11 x10Xx9x8XxT7xHx?2

Exercice 2.

1) Pour tout réel x, 1 4+ ¢* > 1 donc f est définie sur I = R.
2) f est dérivable sur R. Et pour tout réel x,
e.’L’
/ —
) = 7
Donc f est strictement croissante sur R, lim f(z) =0 et liIP f(z) = +oo.
Tr——00 T—r+00

, qui est strictement positif.

Comme de plus f est continue, f est une bijection de R sur J =|0; 4o00].

3) La limite en —oo de f prouve qu’elle possede une asymptote horizontale d’équation y = 0.
De plus, pour x > 0,
fx)—xz=In(14+¢€")—In(e®) =In(1+e7) e 0.
Donc la droite d’équation y = x est asymptote oblique a C; au voisinage de +oo0.

4)

2.0

15

1.0

0.5

0.0

5) f est la composée x = 1+ e” qui est C¥(R,]|1;+00[) et de In qui est C*(]1;+oo[, RY),
donc est C™ (]R, Ri)

On note dans la suite g, la dérivée n-eme de f.

go(x) = f(z)
Ainsi Vx € 1, gilx) = 1+
e

92(x) =

(1+ 61)2



6) Soit x un réel.
, e’ (14 eg”)2 —e" x 2" (1+e") e+ (e”)2 -2 (e“’c)2 e’ — (e”)2
g3(x) = 92(37> = 7 = 3 = 3"
(1+e") (1+e?) (1+e?)

7) Montrons par récurrence que pour tout entier n > 2, il existe un polynéme P, € R,,_1[X]

de degré n — 1 tel que, en substituant X = e*,

P, (e")
(14 e®)
Soit x € R.
Initialisation :
g2(x) = (16—)2, on pose donc P, = X qui satisfait la propriété,
+e*
notamment deg P, =2 —1=1.
xX xr 2
e’ — (e
gs(x) = ﬁ, on pose donc Py = X — X? qui satisfait aussi la propriété.
+ e

Hérédité : supposons que pour n > 2, la propriété soit vraie, c¢’est-a-dire qu’il existe un
polynome P, € R,,_1[X]| de degré n — 1 tel que, en substituant X = e”,
(r) = 22
gn(1) = ——=.
| 1+ )

Alors gno1(z) = (gu(x)) = e P! (e*) (14 e*)" — P, (%) x ne®” (1 4 )"~ |

Py () (L4 ) = Pu(e) xne® _ Pupi (e
Donc g,41(7) = &) ) n+1 ) - = fH)-l
(1+e?) (1+e7)

en posant [, = X(1+ X)P —nXD,.

On sait par ailleurs que deg I, = n — 1 donc que P, peut s’écrire P, = a, 1 X" 1 +Q,, avec
deg @, <n—1.

Donc P,y 1 = X%a, 1(n —1)X" 2 —na, 1 X"+ Q.41 avec deg Q41 < n.

Donc Py1 = ((n—1) = n)ap 1 X" + Qni1 = —an 1 X" + Qi1

avec —a, 1 # 0 et deg Q1 < n.

Donc deg Ppy1 =n=(n+1)—1.

Conclusion : la propriété est initialisée pour n = 2, héréditaire a partir de ce rang, donc
vraie pour tout entier n > 2.

Remarque : on aurait pu prouver facilement en complétant cette démonstration par ré-

currence que X divise P, pour tout entier n > 2 et que le coefficient dominant de P, est
G

e

8) g1(x) = o : pour n = 1, il faudrait donc poser P, = X qui est de degré 1, et non pas 0.
e

Par ailleurs, dans ce cas, non seulement la propriété n’est pas initialisée, mais I’hérédité

n’est pas non plus valable puisque
si Pon a bien P, = X(1+4 X)P — X P, cela conduit & P, = X + X? — X? = X = P, dont

le degré est le méme que celui de P;.

9) Nous avons prouvé dans la récurrence de la question 7) que
VneN,n>2= P, =X(1+X)P,—nXP,

10) Nous l'avons vu question 7) :
PQ =X et
Py=X— X



11)

12)

13)

14)

Soit a € R, b € R avec a < b.
Soit f une fonction définie et continue sur [a;b], dérivable sur |a; b[, telle que f(a) = f(b).
Alors 3e €]a; b], f'(c) = 0.

On admet qu’'on peut généraliser le théoreme de Rolle aux intervalles du type |—oo; 400,
|—o0; a] ou [a; +oof.

Montrons par récurrence que, pour n supérieur ou égal a 2, g, () possede n — 2 racines dans
1.

Initialisation : )
Ve € R, go(x) = a )2 est strictement positif, donc ne s’annule jamais : g, possede
+e*
0 = 2 — 2 racine.
. . . e’
Peplus, I _g(e)=0et L ooln)= I e "

Donc d’apres le théoreme de Rolle généralisé, Ic € R tel que g; = g3 s’annule.
g3 possede donc au moins 1 = 3 — 2 racine sur R.
Nous allons utiliser cette idée dans I'hérédité.
Hérédité : supposons que pour n > 2 entier donné, g, possede n—2 racines réelles distinctes
que nous noterons ¢; < ¢p < ... < ¢,_s.
: : b (e7)
Comme on sait, par ailleurs que ¢,(r) = ——= avec deg P, =n — 1,
(1+e7)’
on peut aussi affirmer que lim g, () = 0 (car X divise P, d’apres la formule de récurrence
n——0oo

donnée question 9)

anile(n—l)x
et lim g,(z)=0 car g,(x) ~ ——— — 0.
n—+4o00 400 ne n—+4o00
En utilisant le théoreme de Rolle ou le théoreme de Rolle généralisé sur les intervalles
|—o0; 1], [e1; cal, -y [en2; +00[, on peut done affirmer que g/, possede n—1 racines distinctes,
respectivement dans les intervalles | — oo; ¢1], Je1; cal, -y |en o5 +00].

Mais ¢/, n’est autre que g, +1. Donc g,+1 possede n—1 = (n+1)—2 racines réelles distinctes,
ce qu’il fallait démontrer.

Conclusion : la propriété est vraie pour tout entier n > 2.

Soit n > 2.

Nous l'avons vu dans la démonstration précédente, X divise P,, car il divise P, et que
Poyi=X((14+X)P,—nPF,).

Donc 0 est racine de P,.

De plus, gn(x) =0< P, (¢*) = 0 < ¢” est une racine de P,.

Comme g, possede n — 2 racines réelles distinctes ¢; < ... < ¢, o d’apres la question
précédente, P, possede n—2 racines réelles strictement positives qui sont et < ... < 2
(exp étant bijective croissante de R sur RY ).

Donc P, possede n — 1 racines positives qui sont 0 < e < ... < e“2.

Enfin deg P, = n — 1, donc on connait toutes les racines de P, qui est donc scindé sur R, a

racines simples.

Py=X —X?=X(1- X) a pour racines 0 et 1.
P=X((14+X)(1-2X)-3X +3X%) =X(1-4X + X?).
4—+/12

T\/_ —2-V3et 2+ 3.

P, a donc pour racines 0,



1)
2)
3)

Exercice 3.

AAA, AAB, AAC, ABA, ACA.
U, UV, UW, VV, WIW.

On vient de le voir, il y a 5 marches a 2 pas.
Et il y a 11 marches a 3 pas qui sont UUU, UUV, UUW, UVV, UWW, K VVU, VVV,
VVW, WWuU, WIWV, WWW.

Soit n € IN. On note £, le nombre de marches aléatoires a n pas sur ce graphe,
a, le nombre de marches aléatoires a n pas se terminant sur le sommet A

b,, le nombre de marches aléatoires a n pas se terminant sur le sommet B

et ¢, le nombre de marches aléatoires a n pas se terminant sur le sommet C

de sorte que, par définition, Vn € IN*, t,, = a,, + b, + ¢,.

a) Supposons qu’apres n + 1 pas on se retrouve sur C. Comme il n’y a quune seule aréte
qui arrive en C', au pas précédent on se trouvait obligatoirement sur le point A : il y
a donc autant de marche en n + 1 pas se terminant sur C' que de marche en n pas se
terminant sur A, c¢’est-a-dire

Vn € N* ¢ppq = ay

b) Le méme raisonnement peut étre conduit pour les marches se terminant sur B, donc on
a aussi Vn € N* b,.1 = a,.
En revanche, si apres n + 1 pas on se trouve sur A, c¢’est qu’au pas précédent on se
trouvait ou bien sur A, ou bien sur BB, ou bien sur C.
Donc Vn € N*, a,, 11 = a, + b, + ¢,,. En particulier, Vn € N* a,,.1 = 1,.
c) Soit n € IN*.
thya = Any2 + bpyo + g
= fpt1+ Gpy1 + anga
= tlpy1 + 2a541
= tpy1 + 2,
d) On sait par ailleurs que ¢; = 3 (3 marches a 1 pas qui sont U, V et W), et que t5 = 5.
Ceci conduit a ’équation caractéristique 1> —r —2=0, A=1+4+8 =9,
1+3
Tp=—5— € {—1;2}.

Donc il existe A, 4 € R, tels que VYn € N* ¢, = A\(—1)" + p2".
—1

“A+2u = 3 A=

Les conditions initiales donnent { T &

A+dp =5 L=

OOI»-Pwl

Donc
(_ l)n-i-l + 2n+2

3

e) Comme nous 'avons vu aux question précédentes,

Vn e N* t, =

Vn e N* a,.1 =1, et bpi1 = cpi1 = ay.

Donc . o
o - D42

1n§1 2n

VneN, p - H%

—1 n—1 on

o - A

3



Exercice 4.

1) Soit k € [0; n]]

—1

deg (Py) Zdeg (X +14) lek

=0

La famille B est donc échelonnée en degrés, ne contient pas le polynome nul : elle est donc
libre.

2) Or B contient n + 1 vecteurs de E, dim(E) = n + 1, c’est donc une base de E.

3) Soit Pe E, Q€ E, e R, ne€R,
AAP +pQ) = AP+ uQ — AP(X — 1) — pQ(X — 1) = AMA(P) + pnA(Q).

Donc A est linéaire.

4) Soit k € [0;n — 1].
k

k
AP) = [Jx+)-T]x+i-1)
= []x+i)-][(x+9)
=0 i=—1
k—1 k—1
= X4k |[(X+i)—(xX-1| |(Xx+1i)
1=0 i=0

Ea
—_

= (X+k-X+1| |[(X+4)

7

I
o

= (k+1)P

5) A(Fy) =1—1=0 est le polynéme nul.

6) Conformément au résultat de la question 2), pour tout polynome P de E, on note

(ap; g .. ) € R ses coordonnées dans B.
n

On adonc P =gy + o P+ ... + o, P, = ZakPk.

k=0
=A (Z akPk) = ZakA(Pk) car A est linéaire.
= k=0
Donc A(P Zozkkpk 1 d’apres les questions 4 et 5. En effectuant un changement
k=1

n—1

d’indice, on a donc A(P) = Z(k + D)ayeyr P
k=0

Donc A(P) € Vect(Po; P Pn_l) qui est un sous-espace vectoriel de E : donc A est

un endomorphisme de E et les coordonnées de A(P) dans B sont
(o1 2095 .5 navy; 0)

Tous les polynomes Py, P, ..., P, sont divisibles par X par définition.
Donc Yk € [1;n], P:(0) = 0.

Donc, P(0) = agFy(0) + a1 P1(0) + ... + a,, P, (0) = ap.

Donc ay = P(0).

De méme, A(P) = a3 Py + 205 Py + ... + nay, P, 1

donc a; = A(P)(0) en évaluant en 0.



¢) On prend exemple sur la question précédente pour obtenir ay :
A(A(P)) = A(Q)(P) = 2(1/2P0 + 2 X 30&3P1 + ...+ Tl(?’l — ].)Oénpn_g,

puis, en évaluant en 0, 205 = AP (P)(0) donc ay = w
On peut poursuivre ainsi et conjecturer que
Vk e [1;n], o = w
d) Démontrons par récurrence finie que
VEk € [1;n], A®W(P) = S Uks i)!ak+ipi

2!

Il
=)

Initialisation : nous avons déja démontré la formule au rang £ = 1 dans la question
6)b) :
1! 2! n!

A(l)(P) = A(P) = a1P0+2a2P1+...—|—noznPn_1 0 OélPQ—I— 1|(I2P1+ —I—m nPn—l

Hérédité : supposons la formule vraie pour un entier k& donné dans [1;n — 1].
Alors, k+1 € [2;n].
De plus :

AED(P) = A(AB(P))

=k (k414)!
= A ( > ( . ) akHPi) par hypothese de récurrence
; (3
k

=0
bk (k+1)! o
— ( o ) A (F) par linéarité
i=0 -
nk (k+1)!
- ( i ) iy Py d’apres les questions 4) et 5)
i=1
kol (k4+i+1
= > g(z + Dagyii B par changement d’indice
i=0 (¢+1)!
n=EHD (k41 +14)!
= Z .—lOék+1+z‘Pz'
i=0 v
ce qu’il fallait démontrer.
n— k
Conclusion : pour tout entier k € [1;n], A® (P Z ozkH .
=0

En évaluant en 0, comme P;(0) = 0 pour tout entier ¢ > 0,

on obtient pour tout entier k € [1;n]

k!

A®(P)(0) = aakpo = klay,
Ce qui acheve la démonstration :
A®(P)(0
Vi e [1;n], o = %

7) D’apres la question 6)a), pour tout polynome P € E décomposé dans la base B sous la

forme P = ZakPk, on a :

k=0
n—1

Z (k + 1) a1 Py

Calculons Ker(A) : A(P) =0« VEk € [[0; n— 1], (k+1)ax41 = 0 puisque B est une base,

donc est libre.



10)

Donc P € Ker(A) si et seulement si P = ayFy. Donc
Ker(A) = Vect (Fy) = Ro[X]

Par ailleurs, Im(A) C Vect (Fy; Py;...; Po1) = R,,_1[X] d’apres la question 6)a) toujours.
Or, en utilisant la formule du rang, on a
dim(Im(A)) = dim (Ry,11[X]) — dim(Ker(A)) =n+1—1=n.

Donc Im(A) est un sous-espace vectoriel de R,,_1[X], de méme dimension que R,,_1[X] :

Im(A) = Ry, 1 [X]

Soit k € [0;n — 1] et N € IN.
D’apres la question 4), A (Pri1) = Prey1(X) — Pey1(X — 1) = (k4 1) P(X).
Cette egahte est donc aussi vraie pour les fonctions polynomiales.
Pyr1(i) = Bea(i = 1) Depa (V) = D (0)
D Pe( =
one Z Kl Z [ kot 1
Or k + 1 > 0 done Pk+1(0) = 0.

On obtient fnalement

par télescopage.

On suppose n > 3.

..;0) les coordonnées de () = X*? dans la base B.
En utilisant la question 6)d) :
ap=Q(0)=0
AlQ)=X3—(X?—-3X?+3X —1)=3X*-3X+1

a1 = A(Q)(0) =1

AP (Q)=3X2—-3X —(3X?—6X +3-3X+3)=6X—6
= A0 _

ABP(Q) =6X — (6X —6) =6

Cl3:—:]_

3!

Notons (ag; a1; as; as; 0;.

Donc

Q:X3:P1—3P2+P3

Soit N € IN.
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