Maths - TD n’ 4

Introduction aux probabilités

I. La naissance des probabilités : correspondance entre Blaise Pascal et

Pierre de Fermat

L’ensemble de la correspondance connue de Blaise Pascal (voir note 1 page 38) peut étre consulté sur Gallica a
Padresse suivante : http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k69975r. Nous allons nous intéresser plus particulierement
a la lettre du 29 juillet 1654 & Pierre de Fermat (voir note 2 page 269) :
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k69975r /£204.image.

Le probleme discuté dans la correspondance que nous allons détailler est le suivant : deux joueurs jouent a un jeu de
hasard en trois parties gagnantes. C’est-a~-dire que celui des deux qui remporte trois parties en premier, remporte
la mise. Par suite d’'un empéchement, ils doivent arréter leur jeu avant la fin. Comment doivent-ils alors se répartir
la mise suivant le nombre de parties remportées par chacun pour que cette répartition tienne un compte juste de
I’avantage que I'un ou l'autre des deux joueurs a pris sur le second ?

De Blaise Pascal a Fermat : le 29 juillet 1654

« Monsieur,

L’impatience me prend aussi bien qu’a vous et, quoique je sois encore au lit, je ne puis m’empécher de vous dire que
je recus hier au soir, de la part de M. de Carcavi, votre lettre sur les partis' | que j’admire si fort que je ne puis
vous le dire. Je n’ai pas le loisir de m’étendre, mais, en un mot, vous avez trouvé les partis des dés et des parties
dans la parfaite justesse; j’en suis tout satisfait car je ne doute plus maintenant que je sois dans la vérité, apres la
rencontre admirable ol je me trouve avec vous. . .

Votre méthode est tres sure et est celle qui m’est la premicre venue a I'idée dans cette recherche ; mais parce que la
peine des combinaisons est excessive j'en ai trouvé un abrégé, et proprement une autre méthode bien plus courte et
plus nette, que je voudrais pouvoir vous dire ici en peu de mots; car je voudrais désormais vous ouvrir mon coeur,
s’il se pouvait, tant j’ai de joie de voir notre rencontre. Je vois bien que la vérité est la méme a Toulouse et a Paris.
Voici a peu pres comme je fais pour savoir la valeur de chacune des parties, quand deux joueurs jouent, par exemple,
3 parties, et chacun a mis 32 pistoles en [jeu].

Posons que le premier en ait deux et I’autre une; ils jouent maintenant une partie dont le sort est tel que, si le
premier la gagne, il gagne tout 'argent qui est au jeu, savoir, 64 pistoles; si 'autre la gagne ils sont deux parties
a deux parties, et par conséquent, s’ils veulent se séparer, il faut qu’ils retirent chacun leur mise, savoir, chacun 32
pistoles.

Considérez donc, Monsieur, que si le premier gagne, il lui appartient 64 ; s’il perd, il lui appartient 32. Donc s’ils
ne veulent point hasarder cette partie, et se hasarder sans la jouer, le premier doit dire : "Je suis sur d’avoir 32
pistoles car la perte méme me les donne; mais pour les 32 autres, peut-étre je les aurai, peut-étre vous les aurez;
le hasard est égal; partageons donc ces 32 pistoles par la moitié, et me donnez outre cela, mes 32 qui me sont
sures.” Il aura donc 48 pistoles et 'autre 16.

Posons maintenant que le premier ait deux parties et I’autre point, et ils commencent & jouer une partie. .. »

Questions

1. En suivant le méme raisonnement que Pascal, dire comment les deux joueurs doivent se partager la mise
de 64 pistoles s’ils arrétent le jeu alors que le premier joueur gagne 2 parties a 0.

2. Comment les deux joueurs doivent se partager la mise de 64 pistoles s’ils arrétent le jeu alors qu’il y a
égalité 1 partie partout ?

3. Comment les deux joueurs doivent se partager la mise de 64 pistoles s’ils arrétent le jeu alors que le premier
joueur gagne 1 partie a 07

1. Cette lettre ne nous est pas parvenue. Parti (au masculin) est ici & prendre au sens de répartition.



De Blaise Pascal a Fermat : le 29 juillet 1654 (suite)

« [...] Posons enfin que le premier n’ait qu’une partie et ’autre point. Vous voyez, Monsieur, que, s’ils commencent
une nouvelle partie, le sort en est tel que, si le premier la gagne, il aura deux parties a point, et partant, par le cas
précédent, il lui appartient 56 ; s’il la perd, ils sont partie a partie, donc il lui appartient 32 pistoles. Donc il doit
dire : “Si vous voulez ne la pas jouer, donnez-moi 32 pistoles qui me sont siires, et partageons le reste de 56 par la
mo1itié. De 56 otez 32, reste 24 ; partagez donc 24 par la moitié, prenez en 12 et moi 12, qui, avec 32, font 44.”

Or, par ce moyen, vous voyez, par les simples soustractions, que pour la premiere partie il appartient sur 'argent
de 'autre 12 pistoles, pour la seconde autres 12, et pour la derniere 8.

Or, pour ne plus faire de mystere, puisque vous voyez aussi bien tout a découvert, et que je n’en faisais que pour
voir si je ne me trompais pas, la valeur (j’entends la valeur sur largent de l'autre seulement) de la derniere partie
de deux est double de la derniere partie de trois et quadruple de la derniére partie de quatre et octuple de derniere
partie de cinq, etc... »

Questions
1. Que signifie Pascal par la phrase : « ...pour la premiere partie il appartient sur 'argent de 'autre 12 pistoles,
pour la seconde autres 12, et pour la dernicre 8. » 7

2. Au sens ou 'entend Pascal, quelle est la « valeur de la derniere partie de deux », la « valeur de la dernicre
partie de trois », la « valeur de la derniere partie de quatre » ?

3. Calculer la « valeur de la derniere partie de cing ».

4. Comment généraliser ce résultat ?

De Blaise Pascal a Fermat : le 29 juillet 1654 (suite)

« Mais la proportion des premieres parties n’est pas si aisée a trouver : elle est donc ainsi, car je ne veux rien
déguiser, et voici le probleme dont je faisais tant de cas, comme en effet il me plait fort :

Etant donné tel nombre de parties qu'on voudra, trouver la valeur de la premiere. »

Questions

1. Représenter graphiquement a l’aide d'un arbre tous les scores possibles d’un jeu en 4 parties gagnantes
depuis le début & 0 — 0 jusqu’a la victoire d'un des deux joueurs.

2. Représenter sur cet arbre la répartition des mises que Pascal préconise en cas d’arrét précoce du jeu dans
le cas ou chaque joueur met 32 pistoles en jeu.

3. Expliquer pourquoi cet arbre contient les arbres des jeux en 1, 2 et 3 parties gagnantes.
4. Calculer la valeur de chaque partie au sens ou l’entend Pascal dans le cas d’un jeu en 5 parties gagnantes.

5. Quelle est la réponse au probleme que Pascal se pose : « Etant donné tel nombre de parties qu’on voudra,
trouver la valeur de la premiere. » 7



