Maths - DS n°6 - Lundi 3 juin, 3 heures

Correction DS n°6

1)

3)

Exercice 1.

Effectuons 'algorithme du pivot sur la matrice (A|X) :

2 -1 1 x
(AlX) = 0 1 1 y
-1 1 1 =z
-1 1 1 =z
> 0 1 1 vy
2 -1 1 x
1 -1 -1 -z
> 0o 1 1 Y
0 1 3 z+4+2=2
1 -1 -1 —z
> 0 1 1 Y
0 0 2 xz+2z—y
100 Yy —z
> 011 ) Y )
001 $+2—3
100 y—z
z | 3
> 010 —5+5—2
001 $+2z-%
Donc A est inversible et
0o 1 -1
—1 -1
A7 = 5 % -1
1 -1
: 3 1

Il s’agit de montrer que B = (by; by; b3) est une base de R3.
Commengcons par remarquer que dim (R3) = 3 = Card (B) : il suffit donc de démontrer que
B est une famille libre.

Soit (\; p; v) € R? tels que Aby + by + vbs = (0;0;0).

n = 0
On a donc (s A+ s A+v) =(0;0;0) =< A+p = 0
A+v =0

La premiere ligne permet d’affirmer que g = 0, en reportant dans la seconde on obtient
A = 0 et la derniere ligne donne alors v = 0.

Donc la famille B est libre, donc c’est une base de R?.

Les coordonnées de f(by) dans la base canonique sont données par
2 —-11 0 0
0 1 1 1 |=| 2

-1 1 1/ \1 2



Donc f(by) = (0;2;2) = 2b;.
-1

2 1 1 1
De méme, 0 1 1 1 | =
-1 1 1 0 0
Donc f(by) = (1;1;0) = bs.
2 -1 1 0 1
Enfin 0 1 1 0 |=1|1
-1 1 1 1 1

Donc f(bs) (1 1; 1) = b2 + b3.
Donc la matrice de f dans la base B est

T = Matg(f) =

o o W
o = O
— = O

On note P la matrice de passage de C a B : P = PCB.

Par définition des matrices de passage, et par définition de la famille B, on a donc

o

I
— = O
[ R -
_ o o

De plus :
010 -1 1 0 100
1 10 ( 1 0 0 |=]1010
1 01 1 -1 1 0 01
-1 1 0
Donc P 1( 1 0 0
1 -1 1
Par définition :
o A= Mate(f)
e T = Matp(f)
° P:PCB
D’apres la formule de changement de bases pour les endomorphismes, on a donc
A=PTP™!
0 00
On note T'= N + D ou D est une matrice diagonale et N = ( 0 01
000
200 000 200
Par définition, D=T-N=| 0 1 1 |- 0 0 1 (0 1 0 | est une matrice
001 0 00 0 01
diagonale.
0 00 2 00 000
Deplus ND=| 0 0 1 010 ]=|00T1]1]=N
0 00 0 01 000



2 00 0 0 0 000
et DN = ( 010 001 |=(00T1]=N
0 01 000 000
Donc N et D commutent.
0 00 0 0 0 000
7) N°=| 0 0 1 0 0 1 ) 00 0 |=0s
000 000 000
Donc, pour tout entier n > 2, N = N2 x N2 =03 x N" 2 = (4

8) Soit n € IN.
™ = (D+N)"

n
n
= Z D F Nk car N et D commutent
A
n n . . . .
= 0 D™z + 1 D" N d’apres la question précédente
= D"+nN  car D"'N=D(D(.(DN)...))=N
Alinsi,
2" 0 0
™ = 0 1 n
0 0 1
9) Par définition de la matrice A et des suites u, v et w, on a, pour tout entier naturel n :
Xn+l = AXn
10) Par analogie avec les suites réelles géométriques, on démontre donc par récurrence que

Vn €N, X, = A"X,

L’initialisation cst immdédiate puisque A = I5.

Pour ’hérédité : supposons la formule vraie pour un entier n donné.
Alors X, = AX,, = A(A"X,) = (AA") Xy = A" X,.

Conclusion : pour tout entier naturel n, X, = A"X,.

11) Montrons & nouveau par récurrence que, pour n € IN, A" = PT"P~1,
Initialisation : pour n = 0, A" = I3 et PT"P~! = PI;P~ ' = PP~ ! = ;.
Hérédité : supposons que pour n entier naturel donné, on ait A" = PT"P~!,
Alors A"l = AA" = PTP'PT"P~! = PTT"P~! = pTntip-1,

Conclusion : la formule est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc
Vn e N, A" = PT"P!

12) En reprenant les résultats des questions 8), 10) et 11), on obtient donc, pour n entier natu-
rel :

A"X, = PT"P~'X,.

010 -1 0 2" 0 0
mp(11o Prt=| 1 0 0|, T"=| 0 1 n |etXo=| 0

1 01 1 -1 1 0 0 1 0



0 1 n -1 1 0 1 0 1 n -1 n+1
Donc X, =1 2 1 n 1 0 0 0O |=11 2" 1 n 1 =| n+1-2"

2" 0 1 1 -1 1 0 2" 0 1 1 1-2"
On a donc pour les suites u, v et w les formules explicites suivantes :

u, = n+1
VvneN,{ v, = n+1-2"
w, = 1-—-2"

Exercice 2.

1) En notant A; l'événement « le point mobile se trouve sur le sommet i a I'étape k », étant

donné un entier k, la famille (A; ) est un systeme complet d’événements puisque, a

i€[1;n]
I'étape k, le point se trouve toujours sur un sommet, et sur un seul!
n

Done » P (Ay;) =P(Q) = 1.
i=1
Donc pgk) + ... +p£bk) =1

2) La famille (A; ). .. est un systeme complet d’événements, et on admet qu’aucune des
R Jie[1in] )

probabilités P (A4, ) = p( ) West nulle (hypothese fondamentale pour pouvoir conditionner

i
par les événements de la famille).

On a alors, en utilisant la formule des probabilités totales, pour j € [1;n] et & € IN donnés :
k41
P =D "Pu,, (Ajr) P (Aik)
i=1

Or Py, (Ajr+1) = ti; par définition. Bt P (A;,) = p(.k).

7

§k+1) — Zpgk)ti»j et ceci pour tout j € [[1;n].
=1

On retrouve ici la formule du produit matriciel entre le vecteur ligne P*) et la matrice T

Donc p

donc, pour tout entier £ € N,
p+l) — pF)p

3) Montrons par récurrence sur k € IN que P%®) = pOTk,
Initialisation : pour k =0, POT = pO ] = pO),
Hérédité : supposons que pour k € IN donné on ait P*) = POT*,
Alors P*+D) = pR)T = POTKT par hypothese de récurrence.
Donc P*+1) = pO)Tk+1,
Conclusion : la propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc

vraie pour tout entier naturel k.

J

4) D’apres la question précédente, pour j € [1;n] et k € IN donnés : p(kH) = Zpl(.k)ti,j
i=1

En passant a la limite & — 4oc dans cette égalité, dans la mesure ou toutes les suites

(p(k)) sont convergentes, on a donc :
keN

Dj = Zn:pz’ti,j
=1



Ceci étant vrai pour tout j, on a donc, a nouveau en interprétant cette somme comme issue

d’un produit matriciel :

Par ailleurs, pour ¢ et k donnés, pgk)

Vie [1;n],Vk e N,0<p < 1.

Par passage a la limite £ — +o00 dans cet encadrement, ceci pour tout i, on a donc

est une valeur de probabilité donc

Vi e [1;n],p; € [0;1]

(k)

Enfin, pour tout entier k& € N, p; (k)

+pi 4l

= 1 car (Aivk)ie[[l'n]] est un systeme
complet d’événements.

A nouveau par passage a la limite, on a donc p1 +ps + ... + p, = 1.

5) Marche aléatoire sur un tétraédre

a) Chaque sommet du tétraedre possede 3 voisins, et il y a équiprobabilité pour les transi-

tions d’un sommet a ses voisins.

1

Donc, partant par exemple du sommet 1, on at;o =13 =114 = 3 (et t11 =0)

et de méme en partant des autres sommets.
0

=

Donc T =

= Wl Wl
W= W= O wi=
O Wi Wi wi—

3
1
3
0
1
) 3
Donc T = 5 (J4 - 14)

R ((l.1.1.1).(L.=1.1. =1 =2, 1 “1..2 .1 .. =2
b) Soit B=((3:3:3:3): (355 5): (\/— 710’ V1o’ \/—) (\/— 710’ V1o’ \/—))

Card B = 4 = dim (R*).
Pour montrer que B est une base de R?, il suffit donc de démontrer qu’elle est libre.
Soit (a;b; ¢;d) € R* tels que

1.1.1.1 1.-1.1. -1 1. -2 —1 1.2 ._1.-2)Y_/(00-0-
a(272’ 272)+b(27 20 277)+C(¢— vio’ \/_—"' \/_—) (\/_1_07\/_1_07\/_1—07\/_1_0) - (07();070)-
Ceci conduit au systeme :



+ +c +d =0
- +c —d =0
2a + — 2c —d =0
—a + 20 + ¢ — 2d = 0
(¢ + b + ¢ +d =0
o] — 2 = 0  Ly+ Ly— I,
— b — de — 3d = 0 Ly Ly— 21,
k 3b + 2¢ — d = 0 Ly« Ly+ 14
(0 + b+ ¢ +d =0
Ny b + d =0 L2<—_71L2
8¢ + 4d = 0 L3+ =205+ Lo
\ de — 84 = 0 Ly 2L, +3L,
(¢« + b+ ¢c +d =0
+ d = 0
S
8¢ + 4d = 0
— 20d = 0 Ly<+ 2L, — Ly

Dot l'on déduit que d =0, donc ¢ =0 et b =0, donc a = 0 : la famille B est donc une
base de R*.

c¢) Soit f 'endomorphisme de R?* canoniquement associé¢ a T et C la base canonique de R*.

Notons ey, €5, €3 et e4 les 4 vecteurs de la famille B.

11 1 1 1

0 5 3 3 2 2

1911 1 1

f(e1) a pour coordonnées dans la base canonique | 3 = 3 3 =1 3
53 Vg || 2 2

111 1 1

5 3 5 U 2 2

Donc f(e;) = e;.

De meéme, en effectuant les produits matriciels correspondants, on obtient :
—1
~1.1.-1.1

f(62) = (7, 56 g) = ?62
-1
(=2, -1 ._2 .1 \__*

fles) = (3\/ﬁ’ 3v10° 3v10° 3@) T3
-1
(. =2 -1 .2 \_ _*

Jlea) = (3\/ﬁ’ 3v107 3v/10° 3@) R
Par définition, la matrice de f dans la base B est donc

€3

€4

1 0 0 0
. 3.0 0 0

0 — 0 0
3 10 -1 0 o0
M=Mats()=| 0 -1 =3l 0 0 L

3
~1 0 0 -1
00 0 —
3

d) On pose Q = P?.
Par définition, la matrice () est donc la matrice des coordonnées des vecteurs de la base

B dans la base canonique.



Q
I
N[ N— N— N
l\)ll [Nl l\?ll [ o] [
— =

=T
[ [ = [
§|Ho‘°o o
Sk ekl
oV ol ol oll™

e) @ est inversible puisque c’est une matrice de passage.

De plus, on vérifie que

L1 2 =1 1 1 1 1
2 2 V10 V10 2 2 2 2
=1 1 2 1 =1 1 =1

] I | IR A B
2 2 Vo Vio VIO V0 Vi0 Vi0
R R =1 2 1 =2
2 2 Vo V1o VIO V0 V0 Vi0

donc que Q7' = Q".

f)T:Matc(f)

M:Matg(f)

Q= r¥

QT:Q—1:PC

Donc, en utilisant la formule de changement de base pour les matrices d’endomorphismes,
on a :

T=QMQ'=QMQ"
g) On en déduit que, pour k € N, TF = (QMQ 1) ... (QMQ ') = QM*Q* = QM*QT
par télescopage (ou en le démontrant par récurrence).
h) D’apres la question 3), P®) = POTk = POQMFQT en utilisant aussi le résultat de la

question précédente.

1 0 0 0
) ) ()  (0) 0 (7}“)16 0 0
Donc P*) = (pl by Py Dy )Q ’ (=1 QT.
0 0 “m= 0
1k
o o o X

Les produits matriciels étant des combinaisons linéaires des coefficients des matrices en
facteur, la limite d’une combinaison linéaire étant la combinaison linéaire des limites, on
peut effectuer la limite k& — +oo directement dans la matrice M*, avant d’effectuer le

produit. Donc la suite (P(k)) converge (car les coefficients de M* convergent quand

kEN
k — +00) et la limite de la suite vaut
1 000
0000
P=(p9 O 0 (0 T
(p1 Py Ps p4)Q 0000 |9
0000

=

Ou encore, en effectuant les produits par @ a gauche, et Q" & droite :

(O O O 0
P—(pl Py Dy p4)

[N L N L N PN
[N L N L N P N
[N L N e N P N
[N L N L N P N

pufremens dit (0)  (0)
() 405+ vy ) Y+ Dy
— - :

» (0) (0) p(O) —I—p( ) pgo) —I—pé ) —I—pg ) +p(0) pg ) +p(0) +p(0) +p510))
7 4 ’ 4 '

|+



Or pgo) + péo) + péo) + pio) =1 (et ce par définition d’une probabilité et quel que soit le

vecteur P©)).
_ (.22 2 s : (k)
Donc P (47 i 4) est la limite de la suite (P )

terme de cette suite.

1111 L .
i indépendante du premier



