Maths - Feuille d’exos n° 22

Séries

I. Séries a termes positifs, séries absolument

convergentes

Ex. 22.1 Soit x € R,.

1. Ecrire I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2n sur le segment
[0; 2] pour les fonctions cos, sin, ch et sh.

2. Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leurs
sommes :

2n+1 n 2n
_Z (2n+1)! _Z

2n+l

b= Z 2n+1

3. Les résultats des questions précédentes se généralisent-ils a
r<07?

1
Ex. 22.2  Nature des séries de terme général u, = — et v, = 3.
R n

+00
1
Ex. 22.3  Calculer, si existence, la somme E .
P k(k+1)(k+2)

Ex. 22.4 Déterminer la nature, et éventuellement calculer la somme,
- 1

de la série Zln (1 — m)

Ex. 22.5 Nature de la série Z n"e ",

Ex. 22.6  Nature de la série Z eV,

Ex. 22.8

Ex. 22.9  On pose pour tout entier n, u, = f

Ex. 22.7

1. Montrer que V(a;b) € R?, 2ab < a® + b*.

2. On suppose que la série a termes positifs E u, converge.
V u"L ?
n

Que peut-on dire de la nature de la série Z

Soit (ay),cn Une suite réelle positive. Pour tout entier n,
a’"

1+a,
Comparer la nature des séries de terme général a,, et b,.

on pose b, =

" sin™(¢)
T+t

0
Quelle est la nature de la série Z Up !

II. Autres séries

Ex. 22.10

1
1. Montrer que la série Z — diverge.
n

. (=1t -
2. Montrer que la série E ———— converge vers une limite dont
n

n
on donnera le signe.

N
1
3. Pour tout N € IN*, on note Hy = Z —.
n

n=1

1
r< =
n

IN

!
Montrer que Vn € IN*\{1}, f f —dz.
x
n—1
4. Déduire de la question précédente que Hy — In(IN) converge.
On note ~ la limite.
2N
—1 n+1
5. Exprimer Z L a l'aide de la suite H.

n=1

En déduire un encadrement de H N

n



+00
6. Calculer la somme Z

n=1

(1

Ex. 22.11 En utilisant la question d. de 'exercice précédent, montrer

+00
1
1
que la somme 2k(2k — 1)(2k + 1)

k=1

existe et donner sa valeur.

(1)

Ex. 22.12 Nature de la série de terme général u,, = —————.
— n + sin(n)

II1. Pour aller plus loin
Ex. 22.13  Soit u la suite numérique définie par uy = 0 et u, 1 =
e Un
n+1

1. Montrer que Vn € N, u,, > 0.
1

. Montrer que Vn € N, u,, < —.
n

2

3. Que peut-on déduire des deux questions précédentes ?
4. Donner un équivalent simple de u,, lorsque n — +o0.
5

. La série Z u, est-elle convergente ?

Ex. 22.14 (Cor.)  Soient u et w définies par

-1 n+1
Up = %
vn € IN*, (ill)n—&-l
Uy =

Vit (-1

On note S = Z U, et T'= Z v, les séries associées a ces deux suites.
1. Les séries S et T sont-elles absolument convergentes ?
2. Les séries S et T" sont-elles a termes positifs 7

3. Montrer que S est une série convergente.

4. Montrer que u,, ~ v,.
n—-+o0o

5. Soit w = u — v. Montrer qu’elle est de signe constant et donner
un équivalent (simple) de w,, au voisinage de +oc.

6. Montrer que 1" est une série divergente.

Ex. 22.15 (Cor.) Etant donnés a,b, ¢ € R, on note pour n € IN*,

up, =aln(n) +bln(n+ 1) + cln(n + 2)

1. Donner les valeurs de a,b,c¢ pour lesquelles la série ZU”

converge.
—+o00

2. Calculer E u, en cas de convergence ou donner un équivalent
1

n
de S, = E ug en cas de divergence.
k=1

Ex. 22.16 (Cor.)

S = E Up,-
1. Enoncer précisément le théoreme sur la nature de séries a
termes équivalents.

Soit u la suite définie par u, = sin (27?\/1 + n2) et

2. Donner un équivalent simple de u,, au voisinage de 4o00.

3. En déduire que S est une série a termes positifs a partir d’un
certain rang.

4. Nature de Zun ?
Cor. 22.14 :

1. Non, par critere de Riemann.

2. Non plus, c’est évident, un terme sur deux est négatif, un terme sur deux
est positif.

3. On étudie (S2n), e €t (S2nt1),en (deux suites extraites des sommes par-
tielles) et on montre qu’elles sont adjacentes.
En conséquence, elles convergent vers une méme limite, et, S qui est la
réunion de ces deux suites extraites, converge aussi.



, u
4. Evident en étudiant la limite du quotient —=.
n

5. Soit w = u — v.

Vn € IN,
(71)77,-‘4-1 B (71)n+1

Vi
(1) (it (1 VR)

VAV (1)
VAV (1)

X

Wn, =

1+ —— \/—
<(1+,0_(%))

S|I—=3|—= 3|~

n—-+o0o

De plus, w est positive puisque Vn € IN*,\/n + (—=1)""1 > 0 et que
1

U VRV )

6. D’ apres ce qui precede
T —ka—Zuk—wk—Zuk—Zwk

Donc T,, = S,, — Zwk
k=1
Or S est une série convergente d’apres la question 3, et Z wy, est une série

n

a termes positifs vérifiant w, ~ : par critere de comparaison pour

n——+0oo n
les séries a termes positifs, on peut donc conclure que E w, diverge vers

n

+00.
Donc T diverge vers —oo.

Cor. 22.15:

1. Une condition nécessaire (mais mon suffisante) pour qu'une série
converge est que son terme général tende vers 0.
Cherchons donc tout d’abord les valeurs de a, b, ¢ pour lesquelles u converge
vers 0.
u, = aln(n) + bln(n + 1) + cln(n + 2) = aln(n) + bIn(n[1+1]) +

cln(n[l + %])

2.

Donc u, = (a+b+c)In(n) +bn(1+ L) +cln(1+ 2).

Dans cette derniere expression, les deux derniers termes tendent vers 0.
Pour que la série converge, il est donc nécessaire que a + b+ ¢ = 0.
Cherchons alors, sous cette hypothese, un équivalent de w, au voisinage

de +oc.
b b 2¢  2c 1
+ )

Uy = — — —= + —
n  2n? n

n? +?>o(n_2'

b+ 2c

e Sib+ 2¢ # 0, alors u, o , notamment u,, est du méme signe
o0

que b+ 2c¢ a partir d'un certain rang.
> u,, est donc une série dont les termes sont de signe constant & partir
d’un certain rang : la regle des équivalents s’applique et on peut affir-

mer que ».u, diverge par comparaison avec la série Y. — divergente.
n

. < —c
e Si b+ 2¢ = 0, cest-a-dire si b = —2¢, alors u, ~ — donc

+oo  n2

1
o 1 . . .
Up = O (n2 ) La série . = étant convergente, > u,, converge.

+oo
Finalement, les valeurs de (a;b;c) € R?® pour lesquelles la série > u,

converge sont les valeurs vérifiant

at+b+c = 0 a = ¢
{ b+2c:0®{b: —2¢

> u, converge si et seulement si (a;b;c) € Vect((1; —2;1)).
e Casde convergence s (a;b;e) = e(1;—2;1).
un, = c(In(n) —2In(n+1) + In(n + 2)) = ¢(In(n)
2) — ln(n +1)).

Donc Zuk = chn

ou encore Z up = ¢(In(1) —In(n + 1) + In(n + 2) — In(2)) par téles-

—In(n+1)+1In(n +

—In(k+1)4+In(k+2)—In(k+1)

copage. '
OrIn(n+2) —In(n+1) =In(1+ =) - 0.
Donc

“+o0
Z Up = —cln(2)
n=1

e Cas de divergence :
Sia+ b+ c#0, la série diverge grossierement et

Zuk ~ (a+b+c) Zln

(a+b+c)In(n!)



Sia+b+c =0 mais b # —2¢, alors Zuk o (b + 2¢)In(n) par
k=1 >
comparaison avec la série harmonique divergente.

Cor. 22.16 :

1. Soient > u, et > v, deux séries & termes positifs.
Si uy, 2 s alors > u, et > v, sont de méme nature.
o0

Uy = sin(?wm)
= sin (271'774/ 1+ #)
sin (270 [1+ 5 4+ 0(5)])
sin (27m + 3—,’1 + 0(%))
sin(% +0(%))
Fo(2)
+oo

s
Donc u,, ~ —.
+oo n

7T \ . 7 7
3. u, ~ — d’apres la question précédente.
+oo n

. u
Donc lim T" =1.
n—+oo —

U 1
Notamment, & partir d’un certain rang, — > 3
n

N . . ™ ~ .
onc, a partir d’un certain rang, u,, et — sont de méme signe : u,, est donc
D R tir d’ t , t td t d
n
positive a partir d’un certain rang.

4. La série > u, est donc une série & termes positifs (& partir d’un certain
rang) : ceci suffit & utiliser le théoréme sur la nature des séries a termes
équivalents.

Or >’ T diverge (série de Riemann divergente), donc > u,, diverge.
n




