Maths - DS n°7 - Mercredi 10 juin, 4 heures
[ Correction DS n°7

Exercice 1.

PARTIE A - Calcul de f(n) pour n € IN*

dt = [In(1 + 1)}, = In(2)

L
1 1 1
th t+1—1 1
f(2) = a= | = [ - —a
, L+t o 1+t o 141

Donc f(2) = [t —In(1 +1)]; = 1 — In(2).
2) Soit (a;b) € R* n € IN*.

n—1

a"—b" = (a—0) Za”_l_kbk.
k=0
Soit t € [0;1] et n € IN* : en posant a = 1 et b = —t dans la formule précédente, on a donc
n—1 n—1
L= (=) =1"— (=" = (1= (=) D1 R (nf = (14 1) D (1)
k=0 k=0
3) Soit n un entier tel que n > 2 :
1
tn—l
= t
Jm) L T
1 -1 (_1)77,—1 + (_1)n_ldt
), 1+t
B 1 tn—l o (_l)n—l (_1)n_1dt
), 14t 14t
' 1 (—t) ! ' |
= —1)'——dt + (—1)" | In(1 +¢
| o = s a0
n—2
X (1+1) > (1)
= f (=1)" lkj)t dt + (=1)"'In(2) d’apres la question précédente
0
n—2 L tk-i—l .
= |0 2D g |+ (D ()
k=0 02 N
— (—1
= ) + ey
= k41

4) Par exemple :
def fEntier(n):
res = (-1)**x(n-1)*log(2)
u = (-1)**n
for k in range(n-1):
res += u/(k+1)
u k= -1

return res



PARTIFE B - Variations de f

5) g, définie sur un intervalle I, a valeurs dans R, est décroissante si et seulement si

Veel,Vyel,x<y= flz)> f(y)

6) Soit a et 8 deux nombres réels tels que 0 < a < . Si ¢t = 0, en posant 0° = 0, on a bien
0% =0 = 07 donc t* > 5.
Sinon, t €]0; 1], donc In(#) < 0.
Comme 0 < o < /3, en multipliant par In(¢), on a :
0> aln(t) > Sln(t).
Comme par ailleurs exp est croissante sur R, on obtient :
1>t >tP.
Soit © € [1;4o00] et y € [1;400].
Supposons r < y, ¢’est-a-dire 0 <x — 1<y — 1.

D’apres ce qui précede, Vi € [0;1], v < 1771 <
tyfl t.’L‘fl

<
1+1

Comme 1+t > 0, on a aussi

7) Soit x > 1 et t € [0;1] : on a donc

1
I<1+1t<2, et comme x € RY — — est décroissante, on en déduit
x
1> 1 > 1

1t 2
Enfin, comme t*~! > 0, on conclut que
tw—l tm—l )
—_— — < P

2 1+t

En intégrant cet encadrement sur Uintervalle ¢ € [0; 1], on obtient alors, pour tout z > 1

7 7
|:2$ ]0 fe) [ T ]0
1
‘est-a-dire —— < <
c’est-a-dire o— f(x)

S

8) En utilisant le théoreme des gendarmes sur l'encadrement précédent pour z — +o0, on
obtient

lim f(z)=0

T—+00
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PARTIE C - Equivalent en +oo

10) Soit > 1 :

1 1 1
G t* 1+ 1)

1 X
Donc f(x) + f(x +1) = J 1 = [t—]l = i

0 L do
11) Soit z > 2 :
onadoncx+12>x>x—12>1dune part et, comme f est décroissante,
fla+1) < flo) < fle—1).
Enfin, en ajoutant f(x) aux 3 membres de cet encadrement, on a bien :
f@)+ fle+1) <2f(x) < flo) + fle—1)
12) D’apres les deux questions précédentes, pour tout x > 2 :
1 : 1
- <2f(x) < —
€ —1

En multipliant par x ’encadrement, on obtient :

1< @ < oy + 1
5 r—1 r—1
S - . flz)
D’apres le théoreme des gendarmes, on a donc 1151_1 — = 1.
T—r+00
2x
Donc
fla) ~ o
. T—r—+00 2(1)

Exercice 2.

PARTIE A - Un développement limité



1) Soit o € R.

(1+x)azzn:( : )xk%—xgo(x”)

—1.(a—k+1
avee | ¢ =1 et, pour k € IN*, “ :a(a ).l i )
0 k
2) On en déduit que

S o By ‘ .
\/l—aj_kzz(:)( k )< ?) +m9>0(x)
avec, pour k € IN* (_71 )_ %1(%1_1)‘”(_71_]%'—1) = (FDFx1x 3. x(2k—1)

9 / s L = — .

k! 2k k!
En multipliant et divisant par 2* x k! cette derniere expression, on obtient donc :
S\ (FD)FxIx3x . x(2k—1) x2x4x . x (2k) " 2K)! (=" 2k
- 22k (k1) =(=1) 22 (k1)2 2%k Eo

(—=1)*2* + o (™) ou encore

PARTIE B - Probabilité de retour a l’origine

On définit la suite (uy,), oy~ par :
Vi e N*,u, = P (S, = 0)
3) Pour tout t e N*, P(X; =1)=p et PXi=-1)=1-p.

DoncP(%zl):p et P(%:()):l—p.
X +1

Donc — B(p) (loi de Bernoulli de parametre p).

Les variables aléatoires X; (¢t € IN*) étant par ailleurs indépendantes, on en déduit que la
n

X, +1
variable aléatoire Z t +

t=1

suit la loi binomiale B(n, p).

X, +1 '
4) On déduit de la question précédente que Vk € [0;n],P (Z t;— = k) = ( Z ) pE(1 —
=1

p)n—k'

Or I'événement (Z e k) s’écrit aussi (Z Xy =2k — n), c’est-a-dire (5, = 2k — n).

t=1 2 t=1

Pour que (S,, = 0) soit satisfait, il faut et il suffit donc que k = 5 et que n soit pair (puisque

k est entier).

Donc n € IN*, u,, = n/2

( " ) (p(l — p))n/2 si n est pair

0 sinon.

5) Soit n € IN*.



wo = | pa-pr

(2n)! [p(1 —p)]"
(n!)22n
Varn (2)" [p(1 - p)]"

n-roo 2 (2)7"
(&}

2 [p(1 —p)I"
n——+o0o \/ﬁ
Or p € [0;1] et la fonction h : x € [0; 1] — x(1 — ), de dérivée h'(z) = 1 — 2z passe par son
1 1

maximum 1 pour T = —.

2
2 p(l—=p]" _ 1
D Vn € IN*,Vp € [0;1],0 < < )
onc Vn ,Vp € [0;1] — —
Donc o2n (1 .
lim ug, = lim M =0

n—+oo n—+oo \/TTN

La probabilité que la particule revienne a 1’origine tend donc vers 0 lorsque n tend vers 4-o00.

PARTIE C - Nombre de passages par l’origine

Pour tout j € IN, on note Oy, la variable aléatoire qui vaut 1 si la particule est a 'origine a l'instant

t =27 et qui vaut 0 sinon.

Pour tout n € IN, on pose T,, = Z Oy;. Enfin on note E (7},) U'espérance de la variable aléatoire

T,.

=0

On souhaite déterminer lim E(7},).

6)

n——+o0o

Soit n € IN. La variable aléatoire T,, représente le nombre de fois ou la particule est repassée
par l'origine depuis le début de la marche aléatoire, départ de 'origine inclus. Notamment
T, > 1.

Soit 7 € IN.

()gj(Q) = {0;1} et P(Oq; = 1) = uy; par définition de la variable aléatoire Oy, (ce qui suffit

a définir la variable aléatoire Oy; et a donner sa loi).

Dwdwwfﬂ»:(?)@u—mﬂ

29 ;
Notamment ]E(()Qj) =0x ]P)(Ogj = O) + 1 x P(()Zj - 1) - ( j ) [p(]- _p)]j
J

Donc E (7)) = E (Z ()2]-) = Z E (Oy;) par linéarité de 'espérance
=0

=0

EUDZZ(%)MLWW

J

c’est-a-dire

On suppose dans cette question que p # 3

1
Comme on 'a vu a la question B-5), p(1 — p) < 1 En posant = = 4p(1 — p) < 1, on peut
donc écrire

&1 (25 L . |
E(T,) = Z 57 ( ; )x nd N d’apres le résultat admis a la question A-2).

J=0



1 1
Donc lim E (7)) =

ntoeo a 1—4p+4p2_|2p—1|'
1

En moyenne, la particule passe donc

-1 fois par l'origine (départ a l'origine inclus).
p —

On suppose dans cette question que p = =

Onadonc]E(Tn):Z( ])4%

=0\ J

2 1({ 2
Montrons par récurrence que : Vn € N, E (7},) = o ( " )

Initialisation : pour n = 0
E(Th) = 1 (on part de lorigine)

2x0+1( 0
et ——

=1.
20 0
La propriété est initialisée.
Hérédité :

. , . 2n+1( 2n
Supposons que pour un entier n € IN donné, on ait It (7},) = ( )

n+1 27 1
E(Th1) = Z( . )4—]
=0\ J
[ 2n+2 ) 1 o 2 )1
B ( n+1 )4n+1+z( j )4]

=0

2n 4+ 2 1 2n+1( 2n . ,
= Tt + o par hypothese de récurrence

n+1 n
2n+2)2n+1) ( 2 2n+1( 2
= (2n +n X ln + ( : ) 4n+1 T;; ( : ) (définition des coef.binomiaux)

_ 2n+1( 2n ( (2n+2) +1)
2 n 4(n+1)2
2n+1 ( 2n ) 2(n+1) +4(n+1)?

22n n 4(n+1)?
o 2n4 1 2n \2(n+1)(1+2n+2)
2% n 4(n+1)2

(2n+1)(2n+2)(2n+ 3) ( 2n )

22(n+1)(n_|_ 1)2
 2n+3 Q(n—l—l))

n

22+ 41
ce qu’il fallait démontrer.

2 1( 2
Conclusion : Vn € N E(T,) = nt "
2271 n
En reprenant les calculs de la question B-5), on a donc :
2 1
E (7)) nt donc

n—-400 ™

lim E(7,) =400

n—-+00



Exercice 3.

1) Soit P € C[X] de degré p € IN*.
p

On écrit P = Z ap X" ol ag, ay, ..., a, sont des nombres complexes, avec a, # 0.
k=0
P est réciproque < P = XPP(+)
P P

o Z ap X* = X7 ZakX_k

k?() » k=0
~ Zaka = ZakXp_k
k=0 k=0
P V4 '
& Zaka = Zap_jX] en posant j =p—k
k=0 =0

& VEk e [[O:p]],ak = Ap—f
car deux polynomes sont égaux si et seulement si tous leurs coefficients sot égaux.
d
2) Soit P un polynome de degré p € IN* écrit sous forme factorisée P = a, l_[ (X — )™ ou

=1
A1, Ag, ..., Ag sont les racines complexes distinctes de P et mq, mao, ..., my leurs multiplicités.

) p 4 s 7 . . - i
Pour commencer, d’apres la question précédente, si P est réciproque alors ag = a, # 0 :
donc 0 n’est pas racine de P.

D’autre part, en supposant que I’ est un polynome réciproque :
d

xr(3) = o] [(5-M)
L k=t
= a, l_[ (1 — X\ X)™ car la somme des multiplicités vaut p
k=l ‘o .
= a, ]_[Akm)]_[ — —X) car Vk, Ay # 0
k=1 k=1

= P car P est réciproque

d
Donc, si P est réciproque, alors (—1)P (l_[ X;‘“) =1, les racines Ay de P sont non nulles
k=1

et enfin, pour toute racine Ay de P, = est aussi racine de P, de méme multiplicité que A.
k

3) Soit @ un polynome de degré p € IN*.
Supposons () antiréciproque.
On a donc Q) = —XPQ (%)
En évaluant en 1, on obtient Q(1) = —Q(1), donc Q(1) =0 : 1 est donc une racine de Q).
Donc X — 1 divise @), et il existe donc un polynome P de degré p — 1 € IN tel que
Q=(X-1P.
Comme @ est antiréciproque, P vérifie par ailleurs (X — 1)P = —XP? (% — 1) P (%)
Donc (X —1)P = —X?7'(1 - X)P(+).
Et, apres division par X — 1, : P = XP7'P ().

Donc soit P est constant (s'il est de degré 0), soit P est un polynome réciproque (si p—1 > 0).

Soit R un polynome non constant de C[X] ayant la propriété suivante :



1
Toute racine a de R est non nulle et — est racine de R de méme multiplicité que a.
a

4)

Notons (fir) 1.4 1es racines (distinctes) de R, et pour chacune d’elles, notons my, sa mul-
tiplicité.

Le produit des racines de R vaut :
d
k=1 .
Mais comme, pour toute racine pu;, — est racine de R de méme multiplicité, le produit des
Hi

racines de R vaut aussi

1 1

u = =

k:l“k u
Doncu=1ouwu=-1.

d

Notons R = b, l_[ (X — )™ ol r € IN* est le degré de R.
k=1

En reprenant le calcul de la question 2), on a

XTR(L) = (~1)h, (i[ﬂ?’“) ﬁ (X - i)mk

k=1
d

1\™*
done X"R (1) = (=1)"b, x (&1) l_[ (X - —) d’apres la question précédente.
i
k=1
1
Comme par ailleurs, pour toute racine a de R, — est aussi racine de R de méme multiplicité
d

a
d
1\™ m ,
que a, les produits | | (X — —) et I | (X — )™ sont égaux.
HE
k=1 k=1

Donc X"R (1) = £(-1)"R.

Enfin, R n’est pas constant, ¢’est donc un polynome réciproque ou antiréciproque.



