Nombres complexes

|' Maths - Feuille d’exos n° 3

I. Conjugué, module, parties réelle et imaginaire

Ex. 3.1 Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

1 7+ 3i
A= B=(1+i) C= D= (1+2i)3
2 L+ =525 (1+20)

Ex. 3.2  Soit z un nombre complexe différent de 1.

-1
— est bien défint et que Z # i.

iz
Montrer que Z =

Ex. 3.3 Soit u € C\{1} et z € C\R. Montrer que =2 € R & |u[ =1

Ex. 3.4 Montrer que si z; et 25 sont des complexes de module inférieur
ou égal a 1 alors |2 + 25| < V2 ou |21 — 2| < V2.

Ex. 3.5  Soit z un nombre complexe de module 1, différent de —1.

1
Montrer que u = —— — — est bien défini et que u € iR.
z+1 2

I1. Trigonométrie

Ex. 3.6 Ecrire sous la forme trigonométrique les complexes suivants :
n=-3 z=-3i z3=-2+2 z=+3—i %ztan(%)—z’
Ex. 3.7 Soit ( = e . Onposea=C+C2+Chetb=(3+ 5+ (6.
1. Montrer que a = b puis calculer a + b et ab.
2. En déduire a et b.
Ex. 3.8 Soit 0 € R.

1. Ecrire sin(50) en fonction de sin(6).

2. En prenant 6 = £, déduire de la question précédente la valeur
exacte de sm( ) et de cos( )

3. Montrer que sm( )+sm( )+sm(%)+sm(?’7) =

1

tan(f—o)‘

Ex. 3.9 Lincariser les polynomes trigonométriques :

C(z) = cos®x

3

A(x) = sin® x B(x) = cos® rsin® x

n

et By(r) = > sin(ka).

k=0

Ex. 3.11 (Cor.) [*x]

1—1—22(}05 (kx) et F,(
k=1
1. Que vaut D,(0)7

2. Montrer que pour tout = €

Soient n e N* et D,

nZDk

k=0

[—;
mn.
&

D,(x) = 2cos ( (nt1

" sin(m
)

3. En déduire que pour tout = € [—m;7]\{0},
sin ((2n+1)%)

Sin (

Dy (z) =

+ 1.

Ex. 3.10 Simplifier, pourn € Net x € R, A,(z) =

sin ((2n +1)%) )

4. Que vaut lim

5. Montrer que pour tout x € [—; 7|\ {0},

F(x) =

i ?
6. Que vaut glcl—>mo F,(x)1

1

n

i (3)

(

P N
S11 B

Pz

Sin D)

i

k

, ( Z )cos(kx)

=0

cr € [-mm) -



II1. Divers

Ex. 3.12  Soit z un nombre complexe et Z =1 + z + 22
Montrer que Z € R si et seulement si z € R ou Re (z) =

Ex. 3.13 Soit n € IN.

Caleler S, = 3 ( ’; )et =3 (-1)]’( "; )

0<j<k<n 0<j<k<n

/. ) et ( /. )'
J 0<j<k<n J
7 impair

-1
5

En déduire la valeur de Z (

0<j<ksn
J pair

Ex. 3.14 Soit z un nombre complexe et n un entier strictement positif.
Simplifier la somme

1<j<k<n
en distinguant les cas z =1 et z # 1.
Ex. 3.15

1. Soient k& un entier naturel non nul et p € [0; k — 1].

EN_(k+1Y k
Montrerque(p)—( ) (p—i—l)'

p+1

2. En déduire une expression simplifiée de

n

0

k=p

Ex. 3.16 Résoudre les systemes suivants d’inconnues complezxes :
1+d)z + y — 9 vy oz =0
iz v 14y = 1 vty - oz= 1

4 r —y + z = -1

Ex. 3.17 Résoudre et discuter suivant la valeur du parameétre
a complexe le systeme suivant d’inconnues (z;y;2) € C? :

r + vy =1

ay + 2z =1
x + az = 1+
H—D
Ex. 3.18 Soit h : o z—1i ou H = {z€C,Zm(z) > 0},
Z+1

D={zecC, |z] <1}
1. Justifier rapidement que h est bien définie sur H.
2. Soit z € H. Montrer que h(z) € D.
3. Soit Z € D. Montrer qu'il existe z € H tel que Z = h(z).

4. Que peut-on déduire des deux questions précédentes concernant
Iapplication h ?

5. Soit z € H et 2/ € H tels que h(z) = h(Z').
Montrer que z = 2’

6. Que peut-on déduire de la question précédente concernant 1’ap-
plication h?

7. Montrer que h est une bijection de H vers D et donner 'ex-
pression de sa bijection réciproque.

Espace de départ. Espace d’arrivée. Animation de la transformation.

Corrections

Cor. 3.11 :

L Dy(0)=1+2>"1=2n+1.

k=1

2. Soit & € [—m; w|\{0}.



4.

. D’apres la question précédente, pour x €

142 Z cos(kx)
k=1

= 1—|—22Re(eik1)

k=1

= 1+ 2Re (Z eikm)
k=1 /
= 1+ 2Re|eir—

1 . ) car z € [~m;m]\{0} donc €™ # 1
e'Lm

sl Do)

ez(e 12—62)

,nTﬂm—msm(”—;))

= 1+42Re|e!
el —2isin (%)

= 1+ QCOS(@) —sin("—;)

an(3)

= 1+42Re

/\\/\\/\\

[=m;7]\{0}, Dn(z) =
QCOS((”H)I)SSIII;((Q)) +1.

sin(a + b) + sin(a — b)

Or sin(a) cos(b) = . Donc

Dn(x) =

sin((2n+1)% o
lim sin (20 + 1)5) = lim Dy (z) = lim 1 + 2 Z cos(kx) = 2n 4 1 car les
r—r z T— r—
0 sin(g) 0 o=

fonctions entrant dans la somme sont continues en 0.
Soit x € [—m; w|\{0}.
n—l n—1 _; m
1 1 sin ((2k +1)%
Fo(z) == > Dip(w) == > ——— %)
" =0 " =0 sin (5)
(car z € [—m;w|\{0}).

= nsm( )Zsm( (2k+1)

l\-') |

Calculons et simplifions donc :

Esin((%—l—l)g) Zl'm(
= Im (nz_f (eli)%-H)

k=0
k=0
()"

176”

2k+1)

car Zm (.) est R-lindaire

C’est-a-dire




