Maths - DM n°l - Pour le lundi 21 septembre,

Correction DM n°1

Exercice 1.
Du=v2-2=v/0=0
U9 = \/2 + 0= \/§

2) Pour x un réel quelconque, on a d’apres le cours cos(2x) = 2 cos?(z) — 1.

. 77 u
3) Montrons par récurrence que pour tout entier n € IN; cos (—) =,

e a4 2n 2
Inztialisation :
Pour n =0 : cos (@) =cos(m) = —1et 5 = —1.
Hérédité -
) , . T Uy,
Supposons que pour n entier donné, on ait cos (2—n) =5

s ™ ™ . s s
Alors, cos (—) = cos (2 ) = 2 cos? ( ) — 1 d’apres la question précédente.
omn on+1 on+1

11 S & < ™ , Q >
Par ailleurs, n +1 > 1, donc T S5 et par conséquent cos(2n+1) > 0.

T U u +2
0 lut d 2008 (57 ) = -+ 1= =2
n en conclut donc que 2 cos on+1 2 T 2
) - Un+2_\/un+2_un+1
puils que cos (2n+1) = - 2 o

Conclusion : la propriété est initialisée au rang 0, héréditaire a partir de ce rang, donc
T Up,
Vn € IN, cos (—) = —
2n 2

4) La question précédente permet d’affirmer que ¥n € N, u,, = 2 cos (an)
T
Or lir}rl 2 cos (2—) = 2cos(0) = 2 (car cos est continue).
n—+4o00 n

Donc lim wu, = 2.
n—-4o0o

Exercice 2.
Calcul des premiers termes
1 4
1) AQ—l,A5—§+1:§
Bozl,B1:1+2:3
Co=1,0C 1+2_26t0_1+§+§_4
o=1, 01 = 5= 2 = 51~

Calcul de A,

2) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.
1 1 k—(k-1) 1

k—1 k  k(k—1)  k(k—1)




3) En utilisant la question précédente :

()

2
B Z k(k—1)
k=2 2
— k(k—1)
Rl 1
B k—1 k
=2
= 2 (1 — —) par télescopage
n
 2(n—1)
N n

Calcul de B,

4) Pour un entier a € IN et un entier b € [0;a — 1], la formule de Pascal permet d’affirmer que

a n a [ a+1
b b+1 ) \ b+1
En posant a=n+ketb=n,b<a< k>0.

Donc, pour tout entier n et tout entier £ > 0, la formule de Pascal s’écrit

n+k N n—+k B n+k+1
n n+1 | n+1

D’ott 'on déduit : pour tout entier n € IN et tout entier £ € IN*,

n—+k B n+k+1 B n-+k
n N n+1 n+1

. L n [(n+k+1)_(n+k)]
— n—+1 n-+1

1
m 2n+1 n+1 el
= — ar télescopage
n+1 n+1 P Pag

Calcul de C,



7)

i
=0 2
( n+k )
n n
= 1+~
k=1
(n+k+1) (n+k)
I n+1 n+1
= 1+ 0
k=1
(n+k+1) (n+k)
i n+1 n n—+1
= 1+>. 5 D
k=1 k=1
(n+j) (n+k)
n+1 n+ 1 n n—+ 1
= 1+ 22: T — ; o en posant, dans la premiere somme, 7 =k + 1
]: =
( 2n+1 ) ( n—+k )
n+1 1 L n+1
= 14—z  _ =~ 7
+ 2n 2 * ; 2k
2n+1 n+k
n+1 L n+1
= —— 24
n k
2 P 2
2n+1 n+k
n+1 Wl nt1
= —+
n+1 k
2n+ P 2
2n+1 n+1+k
n+1 1 <& n+1
= T + 3 ) o apres un nouveau changement d’indice
=0
2n + 2
n+1
Il manque le terme d’indice k = n+1 dans la somme : il s’écrit 52 (en développant

le 1/2 en facteur).

2n+1 2n+1 n 2n+1 2n+1 n 2n+1 2n+ 2
n+1 n+1 n+l—n-—1 n+1 n n+1
r = = = .

2n+1 2n+2 2n+2 2n+2
(n+1+k>
s n+1 1
Donc Cn = § Z ok = 5 n+1-
k=0

La suite C' est donc géométrique de raison 2.

On en déduit que C,, = 2"Cj = 2".



