Q) Chapitre 4
Primitives et équations différentielles

Dans ce chapitre, nous allons revoir la définition et le calculs des primitives et des intégrales d’une fonction continue. Puis
nous verrons la résolution d’équations différentielles.
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Dans ce chapitre, on considére K qui vaut R ou C et I un intervalle.

1 Dérivées et intégrales

Dans ce chapitre, on admet que pour f: [a;b] — R, une fonction continue sur [a;b] on peut lui associer un nombre qui

b b b
représente l’aire algébrique sous la courbe, noté f f= J f(z)de = J f(t) dt vérifiant les propriétés suivantes :
a a a

(-'_'J Proposition n°1 : propriétés de 1’intégrale des fonctions continues sur un segment )
Pour tout (f,g) € €°([a;b],R)? et A € R, on a les propriétés suivantes :

b b b

1. Linéarité : J A +g) = )\J f —|—J g
b

2. Positivité : si f = 0 alors J fe)ydt=0

b b
3. Croissance : si f < g alors f < f g

b c b

4. Chasles : pour ce I on a f f(z)dz = f f(t)dt +f f(u) du
\ a a c J

Remarque 1. Si f: I — C est continue (cela veut dire que  — Re(f(z)) et x — Im(f(z)) sont continues sur I), alors
on définit 'intégrale de f par :

b b
b b b b Re f(z) dz J Re(f(z)) d=
J f(z)dx = J Re(f(z))+iIm(f(z))dx = f Re(f(x))dx-i—if Im(f(x))dz ainsi ab “
a a a @ Im f(x)dx

a

jblmu(z)) d

a
Alors, la linéarité et la relation de Chasles sont encore vraies avec des fonctions a valeurs complexes.

Remarque 2. Si f: I — C, si Re(f): x — Re(f(x)) et Im(f): = — Im(f(z)) sont dérivables sur I, alors on dit que f est
dérivable sur I et on pose pour tout = € I, f'(z) = Re(f)'(z) + ilm(f)'(x).

Exemple 1. L’application f: x — e!? est dérivable sur R et pour tout x € R, f'(z) = ie'®.
De maniére générale, si u: I — C est dérivable, alors = — ¢*(*) est dérivable de dérivée x — u’(z)e™(*).

2 Calcul de primitives

2.1 Théoréme fondamental de ’analyse et conséquences

)
Déﬁnition d’une primitive

| Soit f: I — C une fonction. On appelle primitive de f toute fonction F dérivable sur I telle que F’ =

Exemple 2. Si f(z) = 23, pour tout x € R, alors une primitive de f est z +—

("_!J Théoréme n°1 : fondamental de ’analyse ( admis)\
Soient xg € I et f e €°(I,C). Posons, pour z € I, G(z) = J (@) de.
o

1. G est une primitive de f qui s’annule en xg.

2. Les primitives de f sont exactement les fonctions de la forme G + ¢ ou ¢ € R.

\_ 3. La fonction G est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en xzg. )
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Attention il n’y a pas unicité des primitives

< On dit donc «une primitive de f» et non «la primitive de f». Les primitives différent toutes d’une constante.

Remarque 3. Pour une fonction f continue, on note f f(t) dt pour dire une primitive «générique» de f.

X 1 T
Exemple 3. Pour A # 0, J e dt = —e? 4 ¢ ol ¢ est une constante. Si A = 0, f eMdt =2 +c.
a

ij Théoréme n° 2 : calcul d’intégrale

b
Soit f € €°(I,C) et F une primitive de f, alors : f f(z)de = [F(t)]Z = F(b) — F(a)

4 3
1
Exemple 4. Calculer f 3 dzx, et J - dt.
3 2 t +1

2.2 Primitives usuelles

] | Condition(s) | Intervalle(s)
J Adt =z +k AeC R
Jt"dt= neN R
n—i—l
n+1
Jt”dtz neZ_,n#-—1 R* ou R*
n+1
a+1
« — *
f o dt = adl R*
xl
J - ln|x|+k R* ou R*
t
fe”dt —e’ 1+ k AeC* R
Jatdt——a + k a>0eta#1 R
j cos(wt—i—go)dtf—sm(wac—&-ap) +k weR* peR R
* 1
J sin(wt+<p)dt=—;cos(wx—f—(p)—i—k: weR* peR R
T
j tant dt = —In(|cosz|) + k ]—g kw,g—i—kw[ (keZ)
rutan?(t)dt—F#dt—tanmk ]—5 ke 3+lm[(kze2)
) cos?(t) 2 "2
1
f 5 dt = arctan(z) + k R
1 1
J‘idt: arctan( )+l<: aeR* R
a? +t2 a a
T
1
————dt = arcsin(z) + k —-1;1
= ) U
¢ 1
J ch(wt) dt = ;shwaﬂ—k weR* R
T 1
J sh(wt) dt = ;chwx—i—k weR* R

TABLE 1 — Primitives usuelles
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\ Condition

v 1
J u X u" = +1u”+1(x) neZ\{-1},u: I > R*sineZ_
n
fu’(t) xu(t)* dt = — 1 (a) 0¢Z, u: [ — R
T 7
f w_ 1 u: I — R¥
u? u(z)
T 7 t
f O gt — 9y /ule) w: I —R*
u(t)
u'et = et aucune
Iul
J- = In(|u(z))) u: [ — R*
T
J u'(¢) sin(u(t)) dt = — cos(u(z)) aucune
f u cosu = sin(u(x)) aucune

TABLE 2 — Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors on peut obtenir des primitives usuelles grace a la

dérivation de fonctions composées.

T

3 T
Exemple 5. Calculer f % dz puis J e?! cos(3t) dt, J cos®(t) sin(t) dt.
2 T

gPéril imminent : gare aux fausses formules de primitives

< Si on a des primitives de u et de v, en général, on ne peut en déduire des primitives de uv, u/v, u o v, ou de u®.

2.3 Calculs des intégrales de = — m

dx

/" Comment calculer des intégrales du type fi
ar? +br +c

avec (a,b,c)eR®> et a#07?

On calcule le nombre de racines réelles de I’équation du second degré, il y a plusieurs cas :

1. S’il y a deux racines réelles distinctes x1 et xo, alors il existe (A4, B) € R? tel que

1 A B
VreR =
© E L@, 7)) ax?+br+c T—T1 T— 2
2. S’il ine doubl 1 ! !
. S’il y a une racine double zq, alors = )
U 0 ax?+br+c  alr—x)?

1 . , - . 1 T
3. S’il n’y a pas de racines réelles, utiliser la forme canonique car x — — arctan [ —— | est une

B
1

primitive de z — m
1 1
y L=
22 —5x+6

Exemple 6. Déterminer des primitives de z —
préciser les intervalles.

3
dzx.

Exemple 7. Calculer f 5
2 — X

2.4 Calculs d’intégrales par intégrations par parties
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ij Théoréme n° 3 : intégration par parties

b b
Soit (u,v) € €*(I,R)?, alors : J o (z)v(z) do = [u(z)v(z)] —j u(z)v'(z) dz

2 2
Exemple 8. Calculer J ze® dz et J z%e” dx.
1 1

Exemple 9. Calculer une primitive de In et de arctan.

Remarque 4. Les IPP sont souvent utiles, lorsque la dérivée d’une fonction est plus «simple» que la fonction elle-méme.

2.5 Changement de variable

ij Théoréme n° 4 : de changement de variable

»(b) b
Soient p € € ([a;b],R) et fe€°(p([a;b]),K), alors J( )f(ac) dz = J fle@®)e'(t) dt

Comment effectuer un changement de variable ?

Dans une intégrale a calculer dont la variable est ¢. Poser une nouvelle variable x en fonction de ¢. Il faut ne pas
oublier chacune de ces trois étapes :
e Dans l'intégrande, remplacer les ¢ par leur valeur qui dépend de x. Attention, soit la variable est ¢ et dans
ce cas-la, il n’y a pas de z, soit la variable est = et dans ce cas-la il n’y a pas de ¢
e Changer les bornes : si t vaut une des bornes, calculer la nouvelle borne correspondante en = (le faire pour
les deux bornes).
e Enfin, si x = p(t), par dérivation, da = ¢'(t) d¢, vous permet de remplacer dt par sa valeur en dz.

2 .
1 /3 2
Exemple 10. 1. Calculerf —— dt 4 Caleuler J sin®(t)
1 ch(t) o cos(t)
4
1
2. Calculer f eV® dz 5. Calculer une primitive de z — ————.
' (z+1)2+9

3. Calculer une primitive de ¢t —

1
Vi+1
3 Equation différentielle linéaire du premier ordre

3.1 Définition

On se fixe I un intervalle quelconque de R.

-
Déﬁnition d’une équation différentielle linéaire du premier ordre

Soit (a,b) € €°(1,K)2. On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre I’équation d’inconnue la
fonction y : y'(x) + a(z)y(xz) = b(z) (E)
Si f est une fonction dérivable sur I telle que, pour tout z € I, f'(x) +a(z)f(x) = b(x), on dit que f est une solution
de l’équation différentielle (E). On note souvent Sg ’ensemble des solutions de (E).

Exemple 11. L’équation 4 + 2zy = e® est une équation différentielle linéaire du premiére ordre.

Remarque 5. zy’ + 2y = e® n’est pas vraiment une équation différentielle linéaire du premier ordre & cause du terme 7’
(on dit que c’est une équation différentielle non normalisée). Pour se ramener & une équation différentielle linéaire, on
divise par z sur un intervalle ot = ne s’annule pas. Il faudra donc travailler sur R*, puis faire le méme travail sur R*. En
effet, R* n’est pas un intervalle.
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)
Déﬁnition de I’équation homogeéne
| Soit une EDL du premier ordre 3/(z) + a(x)y(x) = b(x). L’équation homogeéne associée est y'(z) + a(z)y(x) = 0.

3.2 Résolution des équations différentielles linéaire du premier ordre

/ . . ’, . ’ . . ’, . . ’ . . .
-' Proposition n° 2 : résolution des équations différentielles linéaires du premier ordre homogéne

Soit ¥/ (x) + a(x)y(z) = 0 avec a € €°(I,K) et A une primitive de a sur I. Les solutions de de cette EDL homogene
sont exactement les fonctions de la forme z — Ce =4 ot C' e K Sgr = {z — Ce~4®) avec C € K}.

Exemple 12. Résoudre sur R, ¢ —y =0, ¥ + zy = 0 puis ¢y — =0.

1+ 22

Remarque 6. Si a est une constante, les solutions de 3’ + ay = 0 sont de la forme z — Ce =% avec C € K.

N

('l_'J Proposition n° 3 : structure des solutions a partir d’une solution particuliére

Considérons 'EDL : ¢/(z) + a(z)y(z) = b(z) (E). Supposons que 'on ait une solution particuliére notée yp. Alors
les solutions de (E) sont exactement les fonctions de la forme yp + yg ot yg € Sy : Sg = {yp + yu |yu € SH}.)

\

("_'J Proposition n°4 : variation de la constante )

Considérons 'EDL : ¢/(z) + a(z)y(z) = b(z). Il existe une solution particuliere yp: z — C(z)e ) ot C est une
fonction dérivable sur 1. )

—A(z

\\

1
Exemple 13. Résoudre 3’ + Ey = 2% sur R*.

(- )

iJ Proposition n°5 : principe de superposition
| Soient deux EDL : ¢’ + a(z)y(x) = b1(z) (E1) et ¥ + a(x)y(z) = ba(x) (E3). Si y1 (resp. y2) est une solution de
\_ (E1) (resp. de (E2)) et (A, 1) € R2, alors Ay + uy2 est une solution particuliere de v + a(x)y(z) = \by(z) + by (x))

("_'J Théoreme n° 5 : probleme de Cauchy )

Soient (a,b) € €°(I,K)? et 29 € I et yo € K, il existe une unique solution sur I du probléme de Cauchy :
{ Y +al@)y = bx)

\_ y(zo) = Y% Yy

3

1
Exemple 14. Résoudre 3’ + Yy =2 sur R*. avec la condition y(1) = 5.

4 Equation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants

‘ ’ . . ’ . . ’, . . ’ . - .
Deﬁnltlon d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants

Soit a,b € K et g € ¢°(1,K). On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants 1'équation :
y'(x) + ay'(z) + by(z) = g(z) (E)

Une solution de cette équation différentielle est une fonction f: I — K deux fois dérivable telle que, pour tout
zel, f"(z)+af (x)+bf(x) = g(z). L’équation homogene associée i cette EDL est 3" (z)+ay’ (x)+by(z) = 0 (H).
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Exemple 15. L’équation différentielle y”(z) + 2y'(x) + 4y(z) = e est linéaire du second ordre & coefficients constants.

<>
Deﬁmtlon de I’équation caractéristique associée

Soit y”(z) + ay'(z) + by(z) = 0 (H) une EDL homogéne du second ordre & coefficients constants. L’équation du
second degré r2 + ar + b = 0 est appelée équation caractéristique associée a (H).

Lemme 1. Soit y”(x) + ay/(x) + by(x) = 0 (H) une EDL homogene avec (a,b) € K2. La fonction = +— e** est solution de
(H) ssi A est racine de ’équation caractéristique.

~N

(* Résolution dans K d’une équation différentielle linéaire homogeéne a coefficients constants

Soit y”(x) + ay’(z) + by(z) = 0 (H) avec (a,b) € K2 et A = a® — 4b le discriminant de I’équation caractéristique.

1. Si I’équation caractéristique admet deux racines distinctes dans K r; et 79 (i.e. A #0si K= Cet A > 0 si
K=R) et

Sy = {J} — C1e™" + Che™” | (Cl,CQ) € K2}
2. Si’équation caractéristique admet une racine double r; € K (i.e. A = 0) et
Sy = {x — (011' “r C’g)e”“” | (01,02) € Kz}

3. Sil’équation caractéristique n’admet pas de racines (i.e. K = R et A < 0), alors il y a deux racines complexes
conjuguées 11 = a+if et 1o = a — i et

Sg = {z — (C1 cos(Bz) + Casin(Bz)) e*” | (C1, C2) € R?} y

\\

Exemple 16. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1.y —4y +4y =0
2.9y —3y+9 =0
3. y"+5y +4y =0

(, )
<Exemple : cas particulier des équations de la forme 3" + wy?y = 0 o1 wy > 0
\l Une connaissance parfaite des solutions de cette équation est nécessaire car apparait souvent en physique/SI. )
(iJ Proposition n° 6 : structure de ’ensemble des solutions A

Soit ¥ + ay’ + by = f(x) (F) une EQDF linéaire d’ordre 2 & coefficients constants définie sur I.

Si yp est une solution particuliere de (E) alors les solutions de (E) sont exactement les fonctions de la forme :

z = yu(z) +yp(z)

\ | avecyn solution de ’équation homogene associée (H). Ainsi Sg = {y =yy +yp | ym € Su} . )

Remarque 7. Pour un second membre quelconque on ne sait pas résoudre ce type d’équation différentielle sauf dans
certains cas particuliers que nous allons voir.

iJ Proposition n° 7 : principe de superposition
Considérons y” + ay’ + by = f (E1) et ¥’ + ay’ + by = g (E2). Si y1 (resp. y2) est solution de (F4) (resp. (Es)).
Pour (A, i) € K2, A\y; + pyz est solution de y” + ay’ + by = \f + ug.
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iJ Proposition n° 8 : second membre du type = — Ae“”
Soit y" + ay’ + by = Ae®” avec a,be C et A,w e C.
1. Siw n’est pas une racine de ’équation caractéristique, alors il existe une solution de la forme yp(z) = Be“?.
2. Si w est racine simple de I’équation caractéristique, alors il existe une solution de la forme yp(x) = Bre“?.

3. Si w est racine double de I’équation caractéristique, alors il existe une solution de la forme yp(z) = Bz?e“®.

T

1
Exemple 17. Résoudre 1’équation y” — 3y’ + 2y = 7¢"

~N

fij Proposition n°9 : second membre du type z — Acos(wzx) + B sin(wz)
Soit y" + ay’ + by = Acos(wx) + Bsin(wzx) avec a,b, A, B,w € R.
1. Si iw n’est pas une racine de I’équation caractéristique, alors il existe une solution de la forme yp(x) =
C cos(wzx) + Dsin(wz) .
2. Si iw est une racine simple de ’équation caractéristique, alors il existe une solution de la forme yp(x) =
z(C cos(wzx) + Dsin(w)).
3. Si iw est une racine double de 1'équation caractéristique, alors il existe une solution de la forme yp(z) =
\ 22(C cos(wz) + Dsin(wz)). y
Exemple 18. Résoudre I'équation y” — 2y’ + y = cos(2t).
&J Proposition n° 10 : second membre du type = — P(x)
Soit y” 4+ ay’ + by = P(x) avec a,b dans K et P un polynéme de degré n.
1. Si 0 n’est pas racine de 'équation caractéristique, alors il existe une solution de la forme y,(z) = Q(z) ou
d°Q = n.
2. Si 0 est racine simple de I’équation caractéristique, alors il existe une solution de la forme y,(z) = zQ(x) ol
d°Q = n.
3. Si 0 est racine double de I'équation caractéristique, alors il existe une solution de la forme y,(z) = 2?Q(z)
\ Otl dOQ =nNn. )

Exemple 19. Résoudre 3" — 3y’ + 2y = 222 — 6z + 4

iJ Théoréme n° 6 : probléme de Cauchy (admis)
| Soit a,b,y0,y1 € K, g € I et f € €°(I,K). Il existe une unique fonction solution sur I au probléme de Cauchy
y'+ay +by = f(z) et y(zo) =yo et y(xo) =
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