Q) Chapitre 7
Nombres réels et suites numériques

Dans ce chapitre apres avoir étudié les nombres réels, nous allons étudier les suites numériques. Nous donnerons des
définitions précises de la limite d’une suite et cela nous permettra de démontrer les théoremes sur les suites de fagon
rigoureuse.
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1 Nombres réels

1.1 Inégalités dans R

(-'_:J Proposition n°1 : compatibilité des inégalités avec les opérations
On rappelle que les inégalités dans R sont compatibles avec les opérations, pour tout (a,b,c,d) € R* :

l.a<bete<d <b+d 1 1 1 .,
“ e —ate + 4. 0<a<b= : x — — décroit sur R*
2. ¢cz20eta< b= ac<bc:x+— cx est croissante T

1
L : v — — décroit sur R*
3. c<0eta<b= bc<ac:x— cx décroit T

\_ 6. Si0<a<bet

a
1

a
c

< d, alors ac < bd )

1.2 Majorant/minorant/maximum/minimum /borne supérieure/borne inférieure

I
Déﬁnition d’un majorant
Soit A une partie de R.

e On dit que M € R est un majorant de A si : YaeA a< M
e On dit que m € R est un minorant de A si : YaeA m<a
e On dit que A est majorée si elle a un majorant. C’est-a-dire si : dIMeR VaeA a<M
e On dit que A est bornée si elle est a la fois minorée et majorée :

A bornée — I(m,M)eR? VYVae A m<a<M

Exemple 1. L’intervalle [0;1] est
L’intervalle | 0;1[ est
L’intervalle R, est

1
L’ensemble A = { |ne N*} est
n

Attention il n’y a pas unicité du majorant/minorant

< On dit donc «un majorant», «un minorant» et non «le majorant».

‘ ’ . . . . .
Deﬁnltlon d’un maximum/minimum

Soient A une partie de R et (M, m) € R%.
e On dit que M est le maximum (ou le plus grand élément) de A si M € A et M est un majorant de A. On
note M = max(A).
e On dit que m est le minimum (ou le plus petit élément) de A si m € A et m est un minorant de A. On note
m = min(A4).
e Un extremum de A est le maximum ou le minimum de A.

Remarque 1. Sile maximum/minimum de A existe alors il est unique.

Exemple 2. Si A c R avec A non vide et ayant un nombre fini d’éléments, alors A admet un maximum et un minimum.

‘ ’ o . ’ . . ’ .
Deﬁmtlon d’une borne supérieure/inférieure

Soit A une partie non vide de R.
On appelle borne supérieure de A le plus petit des majorants de A (s’il existe). On le note sup A.
On appelle borne inférieure de A le plus grand des minorants de A (s’il existe). On le note inf A.
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Remarque 2. Si la borne supérieure/inférieure existe alors elle est unique.

“ 2’ by ’ . . ’ . .
“®| Théoréme n°1 : de la borne supérieure/inférieure (admis)
| e Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.
e Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Remarque 3. Une borne supérieure n’est pas nécessairement un maximum. Une borne inférieure n’est pas nécessairement
un minimum. Si A n’est pas majorée, alors, par convention sup A = +00. Si A n’est pas minorée, par convention, inf A = —o0.

1
Exemple 3. Compléter le tableau ci-dessous. Démontrer rigoureusement la ligne A = {— | n € N*}.
n

Ensemble E min(A) | inf(A) | max(A4) | sup(A)
A= {0}

iJ Proposition n° 2 : lien entre bornes supérieur/inférieur et extrema
Soit A une partie non vide de R.

1. Si A admet un plus grand élément alors elle admet une borne supérieure et sup(A) = max(A).

2. Si A admet un plus petit élément alors elle admet une borne inférieure et inf(A4) = min(A4).

P 1
Exemple 4. Etudier I'ensemble A = {(—1)" + |ne N*} (bornes et extremums).

iJ Proposition n° 3 : cas des parties de Z
1. Soit A une partie de Z non vide, alors A admet un minimum ssi elle est minorée.

2. Soit A une partie de Z non vide, alors A admet un maximum ssi elle est majorée.

3. Soit A une partie de N non vide, alors A admet un minimum.

1.3 Intervalles de R

Déﬁnition des intervalles de R

Soit (a,b) € R? avec a < b. On appelle intervalles de R les sous-ensembles de R suivants :

e [a;b] ={xeR|a <z <b} intervalle fermé borné ou segment
Ja;b[ = {z e R|a <z < b} intervalle ouvert borné
b ={xeR|la<z<b}, [a;b] ={zeR|a <z <b} intervalle borné semi-ouvert ou semi-fermé
j+0[={reR|a<a}, |a;+0[ ={zeR|a < z} intervalle minoré et non majoré
]-0;b0]={zeR |z <b}, |-0;b[ ={x € R|x < b} intervalle majoré et non minoré
R non majoré, non minoré ¢ intervalle vide, intervalles ouverts et fermés

/ o . 2’ . . .
' Proposition n° 4 : caractérisation des intervalles

| Soit I une partie de R. Alors : I est un intervalle de R = V(z,y)eI? z<y=[z;y]cI
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Remarque 4. e Les intervalles de R sont donc les parties en un seul morceau.
e L’intersection d’intervalles est un intervalle et I'union de deux intervalles non disjoints est un intervalle.
e [0;1]uU[2;3] n’est pas un intervalle.
e QQ n’est pas un intervalle de R.

1.4 Partie entiére

)
Déﬁnition de la partie entiére

| Soit 2 € R. On appelle partie entiére de z le plus grand entier relatif p tel que p < z. On la note E(x) ou |z|.

Exemple 5. |e| = E(-m) = E(-3) = E(1/3) =

ij Proposition n®5 : propriétés de la partie entiére
Soit teRetneZ

1. E(z) <z < E(x)+1 4. E(x+n)=E(x)+n
2.z—1<E(x)<=z 5. n<r<n+1l < n=FE@).
3. n<z=n<E(z). 6. z=|z|] < z€Z.

2 Suites

2.1 Définition d’une suite

<>
Deﬁnltlon d’une suite numérique réelle ou complexe

N—R
Une suite numérique réelle est une application de N dans R; u: .
N—C
Une suite numérique complexe est une application de N dans C; u: .
Pour tout n € N, u(n) est généralement noté u,, et est appelé n-iéme terme de la suite (ou terme d’indice n ou
de rang n). La suite u est alors notée (t,,)nen OU (Uy, ),. L’'ensemble des suites réelles (resp. complexes) est noté RY

(resp. CN).

Attention a ne pas confondre suite et nombre

< u = (uy) est une suite, u,, est un nombre pour n donné. Tout comme, f est une fonction et f(x) est un nombre.

Remarque 5. La suite (u,) est parfois définie & partir d’un rang ng € N. Ainsi, (1/n),en+ est définie & partir de 1.

I
Déﬁnition des différentes fagcons de définir une suite

Soit (tn )nen une suite numérique. On dit que la suite (uy,), est définie
1. explicitement si le terme u,, est défini en fonction de n.
2. implicitement si le terme u,, est défini comme 1'unique réel vérifiant une certaine propriété.

3. par récurrence si le terme u,, est défini a partir des termes précédents de la suite u.
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Exemple 6. 1. Soit la suite u définie par : pour tout n € N, u,, = exp(n? + 1).
2. Soit la suite v définie par : pour tout n € N, v, est 'unique solution réelle de 2% +  — 1 = n.

3. Soit la suite w définie par : wg =1 et Vn = 1, w41 = Vw, + 2.

Remarque 6. L’étude d’une suite est souvent plus simple si elle est définie explicitement.

‘ ’ . . ’ . .
Deﬁnltlon des opérations sur les suites

Soient u = (up)nen €t v = (VU )nen deux suites réelles.
1. La somme de u et v est la suite notée u + v définie par, pour tout n € N, (u + v),, = up, + vy,
. Le produit de u et v est la suite, notée u x v, définie par, pour tout n € N, (u X v),, = w, X v,.

2
3. Le produit de u par un scalaire A € R est la suite notée, Au, définie par, pour tout n € N, (Au),, = Auy,.
4

u U U
. Sipour tout n € N, v, # 0, le quotient de u par v est la suite, notée —, définie par, pour tout n € N, (7> ==,
(% V/n Un
2.2 Sens de variation d’une suite
‘ ’ . . . . .
Deﬁmtlon de la variation d’une suite
Soit u = (U )nen une suite numérique réelle. On dit que la suite u est croissante si : VneN wu, <upyr
On dit que la suite u est strictement croissante si : VneN u, <upir
On dit que la suite u est décroissante si : VneN upir <up
On dit que la suite u est strictement décroissante si : VneN upi1 < un
Exemple 7. Soit v, = f(n) ot f: R, — R. Si f est monotone sur R,, alors (u,) est de méme monotonie.
Exemple 8. Quel est le sens de variation de la suite (u,) définie par u,, = n!/n™?
2.3 Suites majorées, minorées et bornées
‘ ’ . . . . ’ . ’ ’
Deﬁnltlon d’une suite majorée/minorées/bornées
Soit u = (U )nen une suite numérique réelle.
1. On dit que la suite u est majorée si : dIMeR VneN wu, <M
2. On dit que la suite u est minorée si : dneR VneN m<u,
3. La suite u est bornée lorsqu’elle est minorée et majorée : Im,M)eR? VneN m<u, <M
iJ Proposition n° 6 : caractérisation des suites bornées
| La suite (un)nen est bornée si et seulement si la suite (|uy,|)nen est majorée.
Exemple 9. Montrer que la somme et le produit de suites bornées sont bornées.
‘ ’ . . . . .
Deﬁmtlon d’une suite stationnaire
| La suite u est stationnaire si elle est constante & partir d’un certain rang : dIngeN VYn>=ng upt1 =uy
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2.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 1 ou 2

Remarque 7. Ici K =R ou C et on prend des suites a valeurs complexes ou réelles.

2.4.1 Suite arithmétique

I
Déﬁnition d’une suite arithmétique

| Soit r € K, on dit que la suite u est arithmétique de raison r si : VneN uptr =up+7

Remarque 8. Soit (u,)nen une suite arithmétique de raison r et deux entiers n et m, alors Up = U + (R —m)r

L/ oy . 9 . . ’, .
-! Proposition n° 7 : somme des termes d’une suite arithmétique

. . . - . 2 Um + U
| Soit (uy)nen une suite arithmétique et deux entiers m < n, alors > oug = (ttm 5 n) (n—m+1)
k=m
2.4.2 Suite géométrique
‘ ’ . . . ’ ’ .
Deﬁnltlon d’une suite géométrique
| Soit g € K, on dit que la suite u est géométrique de raison ¢ si : VneN upi1 =1u, Xq
Remarque 9. Soit (u,)nen une suite géométrique de raison ¢ # 0 et deux entiers n et m, alors Uy = U X ¢
ij Proposition n° 8 : somme de termes d’une suite géométrique
n 1 qn—7n+1
| Soit (U )nen une suite géométrique de raison g # 1 et deux entiers n = m alors > up = Uy X Il
k=m —q
2.4.3 Suites arithmético-géométrique
‘ ’ . . . . ’ . ’, ’ .
Deﬁnltlon d’une suite arithmético-géométrique
| La suite (un)nen est arithmético-géométrique si : I(a,b) e K% VneN wu,; =au, +b

/‘ Comment trouver l’expression explicite d’une suite arithmético-géométrique ? (avec a # 1)
1. Chercher le point fixe ¢ de I’équation £ = af + b.

2. Montrer que la suite (v,) définie par v, = u, — £ est géométrique.
3. Trouver I'expression générale de v,,.
4

. En déduire I'expression générale de u,.

Exemple 10. Trouver la limite de (u, ), définie par ug = 2 et pour tout n € N, u, 41 = 2u, — 1.

2.4.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

‘ ’ . . 0 ’ . ’ .
Deﬁnltlon d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2

On dit que (uy, )nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 s'il existe (a, b) € K x K* tel que pour tout n € N,
Unsto = QUpyq + buy,. Pour une telle suite, ’équation 2 = ar + b est appelée équation caractéristique.
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~N

&J Théoréme n° 2 : Suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients dans K

Soit (a,b) € K x K*. Notons Fx = {(un)neN e KN |VneNuyyo = atys1 + bun} et A le discriminant de I’équation
caractéristique.

1. Si ’équation caractéristique admet deux racines dans Kry et r (A>0siK=Ret A#0si K=C):
Ex = {(un)n e KY| 3(A,B)eK® VneN wu,=Ar"+ Br,"}
2. Si I’équation caractéristique admet une racine double r; (A =0) :
Ex ={(un)n e R"| 3(A,B)eK® VYneN u,=(An+ B)r"}
3. SiK=Ret A <0, notons 71 = pe'? et r, = pe "1 les deux racines complexes de I'équation caractéristique :

Egr = {(un)n € KN 3(A,B)eR? VneN wu, =p"(Acos(nb) + Bsin(n#))}

\_ Si (un)n € Fk, A et B sont uniques, on les détermine griace & deux valeurs de la suite (en général ug et uy). )
Exemple 11. Expression du terme général de la suite de Fibonacci définie par { ;‘n € I?? F"1+2 = Pt B
o=11=

2.5 Limite d’une suite réelle

Remarque 10. Dans cette partie, nous ne considérerons que des suites réelles.

2.5.1 Convergence et divergence

)
Déﬁnition de la convergence d’une suite

1. On dit qu'une suite (u,)nen converge vers un réel £ € R, et on note u, —— ¢ (ou lim w, =¢) si:
n—0o0 n—+0oo

Ve>0 dnpeN VneN nzng = J|u,—{|<¢

2. On dit qu’une suite (uy,)neny converge s'il existe un réel £ tel que (uy,)nen converge vers /.

3. Une suite non convergente est dite divergente. On dit que la suite diverge.

Remarque 11. Cela signifie que pour chaque ¢ > 0, tous les termes de la suite sont dans [{ —¢;¢ + ¢] & partir d'un
certain rang ng.

Exemple 12. Soit u,, = 1/n pour n € N* démontrer que la suite (uy,)nen+ converge vers 0.

/ . . . . ’ . .
' Proposition n°9 : unicité de la limite
| Si une suite (un)nen converge alors sa limite est unique.

Exemple 13. Si u,, —— ¢ alors |u,| —— |{|.

/ o . . ’
‘ Proposition n° 10 : une suite convergente est bornée
| Toute suite réelle convergente est bornée.
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Remarque 12. Par contraposée, on en déduit qu’une suite non bornée est divergente.
La réciproque n’est pas vraie! Une suite bornée ne converge pas nécessairement. Comme la suite (uy,),, définie par u,, =

o
Déﬁnition d’une limite infinie
1. On dit que la suite (uy,)nen tend vers +oo (ou diverge vers +0), et on note u,, — +00 si
n—0o0
VAeR dngeN VneN n=ny =— u,=A4

2. On dit que la suite (u,)nen tend vers -co (ou diverge vers -o0), et on note u, —> -0 si
n—0o0

VAeR dngeN VneN n=ny =—u, <A

Remarque 13. Une suite divergente n’a pas nécessairement de limite infinie : considérer u,, = (—1)"n.

Exemple 14. Soit u, = n pour n € N, démontrer que la suite (un)nen diverge vers +oo.

2.5.2 Opérations sur les limites

(-'_'J Proposition n° 11 : opérations sur les limites finies
Soient (uy)n et (v,)n deux suites réelles et £ et ¢/ deux réels.

1. Siwu, —— £ et v, —— ¢, alors u,, + v, —— £+ '
2. Siu, —— f et v, —— ¢, alors u,v, — 0.

3. Siu, —— et AeR, alors Au,, —— M\

n—o0 n—0o0

4. Siu, —— 0 et (vn)nen bornée, alors u,v, —— 0
n—0o0 n—o0

\_

* Proposition n° 12 : régles opératoires sur les limites infinies
Soit (vn)nen une suite qui diverge vers +00.

1. Si (up)nen est une suite minorée alors u,, + v, —— +00
n—o0

2. Si (un)nen est une suite minorée par un réel strictement positif w, v, —— +o0.

n—o0 )

Remarque 14. On déduit des regles précédentes les tableaux ci-dessous :

lim u, = 12 / / +00 | —00 +00
n—+00
lim v, = A +00 | —00 | 400 | —00 —00
n—+0o0
lim (up +o,)= | €+ | +0 | —c0 | +00 | —00 | Forme indéterminée
n—+0o0

TABLE 1 — Limite de (u, + vpn)nen

lim wu, = 12 £#0 | o 0
n—+0o0
lim v, = A +oo | +0 +o0
n—+0o0
lim (u, X v,) = | £x ¥ | oo | too | Forme indéterminée
n—+0o00

TABLE 2 — Limite de (u,; X Up)nen

Remarque 15. La regle des signes donne le signe du produit quand la limite est infinie.
Remarque 16. Si u,, —— £ et £ > 0 (resp £ < 0), alors il existe ng € N tel que pour tout entier n > ng, u, > 0 (resp.

n—0o0

Up < 0).

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 23-24, Cours 8


devilliers.loic@gmail.com

(’_‘J Proposition n° 13 : limite de ’inverse
Soit (uy,)n une suite ayant une limite £.

1 1
1. Si £ e R* alors — —— —.
U, n—o f

1
2. Si u, — +o0 (ou -o0) alors — —— 0.
—o0 Uy N—0

1
3. Siu, —— 0 et u, > 0 a partir d’un certain rang (resp. u,, < 0) alors — ——— +00 (resp. —o0).

\ n—00 un n—0o0 )

u U 1
Remarque 17. Pour la limite du quotient — on écrit — = %, X —. Si (Upn)nen €t (Vn)nen convergent toutes les deux

Un Un Un
U
vers 0 (ou toutes les deux vers +o0), alors <n> est une forme indéterminée.
Un neN
() Theorome o3 + los inégalitd , T N
éoréme n° 3 : les inégalités larges sont conservées par passage a la limite
Soient (m, M) € R?, soient (ty)nen €t (vn)neny deux suites qui convergent respectivement vers ¢ et ¢'.
1. Si u, < v, & partir d’un certain rang, alors £ < £'.
2. Siu, < M a partir d’'un certain rang, alors £ < M
\_ 3. Siu, = m a partir d’'un certain rang, alors £ > m )
(
S Péril imminent : les inégalités larges passent a la limite pas les strictes
S . 1
Cela ne marche pas avec des inégalités strictes. Par exemple, pour tout n € N, —— > 0 sans que 0 > 0.
- n+1 )
2.5.3 Théorémes d’existence de limite
ﬁ Théoréme n° 4 de comparaison
Soient (t,)nen €t (Un)nen deux suites réelles telles que : IngeN Vn=ng u, <v,

1. Si u, —— +00 alors v, —— +00.
—00 n—o0

2. Slvn—> -o0 alors u,, ——> —00.
—00 n—0o0

Remarque 18. Si 'on pense qu'une suite diverge vers +00, on essaie de la minorer par une suite qui diverge vers +00.
Si 'on pense qu’une suite diverge vers -o0, on essaie a la majorer par une suite qui diverge vers -co.

Exemple 15. Quelle est la limite de la suite (u,)nen définie par u, = (—=1)"y/n+n?

iJ Théoréme n°® 5 d’encadrement

Soient (tn)neN, (Un)nen €t (Wy)nen trois suites réelles telles que : dngeN VYn=ng u, <v, <w,
Si les suites (tn)nen €t (wy)nen convergent vers la méme limite ¢ € R alors v, —— £.
n—ao0

n

Exemple 16. Pour n € N* on pose u, = ),

2 U Par encadrement, étuder la convergence de (uy, ).

)
Déﬁnition de I'approximation décimale

E(10mz)

107
E(10"z) + 1

10™

Le décimal a,, = est appelé approximation décimale par défaut de = & 10~ pres.

Le décimal b, = est appelé approximation décimale par excés de x a 10~ pres.
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10° 3 10! 31 102 314
Exemple 17. Sixz = m, alors: ag = % =1 =3,a1 = [10°7] =—=31,as = [1027TJ =100 =3.14,bg = ag+1 = 4,
b1 =a1+0.1=3.2, by =as+ 0.0l =3.15

L/ ’ . . . ’ . ’
‘ Théoréme n° 6 : approximations décimales d’un réel

| Soit z € R. Pour tout n € N, a,, < x < by, (an,b,) € D? et a,, —— z, b, ——

Remarque 19. Ainsi, la une suite de nombres rationnels (a,)nen tend vers € R. On dit alors que Q est dense dans R.

&J Théoréme n° 7 de convergence monotone A

Soit (uy)neny une suite réelle monotone.
1. Si (up)nen est croissante et majorée alors elle converge.

i (un)nen est croissante et non majorée alors elle diverge vers +c0.

2. Si (un)
3. Si (un)nen est décroissante et minorée alors elle converge.
(un)

\_ 4. Si (up)nen est décroissante et non minorée alors elle diverge vers —oo. Y,

Remarque 20. Ceci permet de prouver I'existence d’une limite finie £ mais pas de la trouver!

Exemple 18. Si (uy,)nen est une suite réelle décroissante et positive, alors d’apres le théoréme de convergence monotone,
(un)nen converge mais pas nécessairement vers 0.

-
Déﬁnition des suites adjacentes

Soient (tp)nen €t (Un)nen deux suites réelles. On dit que ces suites sont adjacentes si :

o (Up)nen croit. o (Up)nen décroit. ® Un —Un —— 0.

Si (Un)nen €t (Vn)nen sont deux suites adjacentes, alors elles convergent vers la méme limite ¢ € R et pour tout
neN, u, <l < v,

Exemple classique de suites adjacentes

[’_J Théoréme n° 8 des suites adjacentes

no1 1 no1
Montrer que les suites <Z ') et <' + > |) convergent.
k=0 k! neN n: k=0 k! neN

2.5.4 Suites extraites

o
Déﬁnition d’une suite extraite

| Soit p: N — N strictement croissante. On dit que (U (n))nen est une suite extraite/sous-suite de (un)nen.

Remarque 21. Les suites extraites les plus utilisées sont les suites d’indices pairs (ugy, )nen €t d’indices impairs (425,41 )nen-

ij Théoréme n°9 : si une suite admet une limite, alors toute sous-suite admet la méme limite
I Si (un)n —— £ e R U {+00,-0}. Alors, u,(,) —— £ pour toute ¢: N — N strictement croissante.
n—00 n—0o0
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Remarque 22. Pour montrer qu’une suite diverge, on peut se servir de la contraposée du théoréme.

Exemple 19. Montrer que ((—1)"),, diverge.

iJ Proposition n° 14 : des suites extraites d’indices pairs et impairs

I Si les suites (uan)nen €t (2n+1)nen tendent vers £ alors uw,, — £.
n—oo

2.6 Etude des suites récurrentes : u,,; = f(uy)

Dans cette partie, f: I — I. On étudie la suite (u,,) définie par ug € I et pour tout n € N, u,+1 = f(uy).

-
Déﬁnition d’un intervalle stable
| On dit que I'intervalle I est stable par f si f(I) < I.

Remarque 23. Pour montrer qu’'un intervalle est stable, on peut étudier la fonction f et le déduire de son tableau de
variations ou bien directement a ’aide d’inégalités. Si I est stable par f, alors cela revient a écrire f: I — 1.

iJ Proposition n° 15 de l’intervalle stable
| Soit f: I — I.Siuge I, alors la suite (uy)nen est bien définie et pour tout n € N, u,, € I.

iJ Proposition n° 16 : variation de (u,) dans le cas [ croissante
| Soit f: I — I croissante sur I et ug € I. Siuy > ug, alors (u,,) est croissante. Si u; < ug, alors (u,,) est décroissante.

Remarque 24. Si f est décroissante sur I alors g = f o f est croissante sur I et les suites extraites des termes pairs et
des termes impairs sont monotones.

iJ Théoréme n° 10 du point fixe
Soit f: I — I et ug € I. Si la suite (u,), définie par u,+1 = f(uy), converge vers £ € I et que f est continue en ¢
alors £ = f(£) (on dit que £ est un point fixe de f).

Exemple 20. Soit (u,), telle que ug € Ry et pour tout n € N, u, 11 = u,>. Etudier la convergence de (Un)n-

2.7 Extension aux suites complexes

On peut étendre aux suites complexes les notions des suites réelles qui n’utilisent pas la notion d’ordre sur R (les notions
de suites croissantes, décroissantes, majorées, minorées etc. n’existent pas pour les suites complexes!). En revanche, la
valeur absolue peut-étre remplacée pas le module.

o
Déﬁnition d’une suite bornée

| On dit qu'une suite complexe (u,)qen est bornée s’il existe un réel M tel que pour tout n € N, |u,| < M.

-
Déﬁnition d’une limite d’une suite complexe

On dit qu’une suite complexe (z,)neny converge vers un complexe ¢ € C si :

Ve>0 3dngeN VneN n=ny = |z,—{|<e
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Remarque 25. z, —— ¢ ssi |z, — (| —— 0.

iJ Proposition n° 17 : convergence des suites complexes en fonction des parties réelles et imaginaires
Une suite complexe (zy,)nen converge ssi (Re(zy,))nen et (Im(zy,))neny convergent. De plus, si c’est le cas :

lim z, = lim Re(z,)+1i lim Im(z,)
n—+0o0 n—+0o0 n—+0o0

Remarque 26. En résumé :

Ce qui reste valable Ce qui n’est plus valable
Unicité de la limite Majorant /Minorant
Une suite convergente est bornée Monotonie
Opérations sur les limites finies Limites infinies
Suites extraites Passage a la limite des inégalités

Suites arithmétiques et géométriques Théoreme des gendarmes

Suites arithmético-géométriques Théoréme de la limite monotone
Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 Suites adjacentes

Exemple des suites géométriques

Soit z € C, considérons la suite géométrique (2"),, de raison z :

1. Si |z| <1, alors 2" —— 3. Siz=1,alors 2" =1 —— 1.
2. Si |z| > 1, alors (2™),, est non bornée donc diverge. 4. Si z € U\{1}, alors (2™),, est bornée et diverge.

2.8 Relations de comparaison

Dans cette partie, quand on fera le quotient de deux suites, c’est qu’on supposera implicitement, que celle au dénominateur
ne s’annule pas a partir d’'un certain rang.

2.8.1 Relation de négligeabilité

I
Déﬁnition de la relation de négligeabilité

U
| On dit qu'une suite (uy,)nen est négligeable devant une suite (vy,)pen si — —— 0. On note alors u,, = o(vy,) .
VU, N0

Remarque 27. Sans division : Up, = 0(vy) — Ve>0 3dngeN VneN n=ny = |up| < el
Exemple 21. Montrer que Inn = o(n).
Remarque 28. u, = o(1) ssi

Exemple 22. Traduire u, —— ¢ avec une relation de négligeabilité.

n—0o0

iJ Proposition n° 18 : croissances comparées
1. Pour a < 8, n® = o(n®) et (Inn)® = o((Inn)?).
2. Pour 0 <a < b, a™ = o(b").

3. Poura, f>0ety>1, In%n) =0, n’=o0(m), n’=o(e") ¥*=o(n!)  nl=o(n").
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Remarque 29. Avec les propriétés précédentes on peut écrire (en notant ici u, < v, a la place de u,, = o(v,)) :

_ 1 1 1
e "<<—2<<—<<—<<1<<lnn<<n<<n2 e «nl«n”
n n Inn
2.8.2 Relation de domination

o
Déﬁnition de la relation de domination

U
| On dit qu'une suite (U, )nen est dominée devant une suite (vy,)nen si (— ), est bornée. On note alors u, = O(v,,).
Un

Remarque 30. Sans division : Up = O(vy,) = IngeN IMeR VYn=ng [un| < My
Exemple 23. u, = o(v,) = u, = O(vy,)

Exemple 24. Ecrire u,, = O(1) ssi

Attention a la notation

§ up = O(vy,) et v, = O(u,) n’impliquent en rien u, = v, !
La relation u,, = O(v,,) se comprend comme (u,,) fait partie de 'ensemble des suites dominées par (vy,).

in(n? + 3n + 2 1 1
Exemple 25. Soit pour n > 1, u,, = V] sin(n 1 )| A-t-on u, = O(=)? up, =0(=)?
n n n

2.8.3 Relation d’équivalence

I
Déﬁnition de la relation d’équivalence

. , . N . . Un
Une suite (un)nen est équivalente & une suite (v, )peny sSi — —— 1. On note alors wu,, ~ vy,.
v, n—0

Remarque 31. Sans division : u, ~ v, — Ve>0 3dngeN VneN n=ng = |u, — o] <elvnl
Exemple 26. Si ¢ # 0, alors : U, ~ =  u,
SPéril imminent pas d’équivalent a 0
\$ On n’écrit jamais u, ~ 0 car cela n’a pas de sens, tout comme wu,, ~ +00 )
( oy ‘s Lo N
' Proposition n° 19 : propriétés des équivalents
1. Si uy, ~ vy, alors v, ~ u, (symétrie) 5. Si uy, ~ vy, alors u, = O(vy,)
2. Siuy ~ v, et vy ~ wy, alors u, ~ wy, (transitivité)
. . U v
3. Siu, ~ v, et v, —— Lalors u, —— £. 6. Si Uy ~ vy €t Wy ~ 2z, AlOrS UpWy ~ UnZn, — ~ —
+00 n—oo n—aoo wn zn
\_ 4. Uy ~ Uy = Uy = Up + O(vy) et ud ~ ve )
8 Péril imminent pas de sommes d’équivalents
i P 1
Si u, ~ v, et w, ~ z,, vous ne pouvez pas en déduire que u, + w, ~ v, + z,. Prenons u,, = n, v, = n + —,
n
1 1 1
Wp=-n+—etz, =-n——+—.
\_ n n o n Y,
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