
Dérivabilité
Chapitre 11

Prérequis :
‚ Étude des fonctions et fonctions usuelles
‚ Suites (surtout les suites récurrentes)
‚ Limites et continuité

Objectifs :
‚ Redéfinir le concept de fonctions dérivables
‚ Démontrer les théorèmes qui utilisent les fonctions dérivables que nous avions admis lors du chapitre 2.
‚ Renforcer l’utilisation de la dérivabilité pour la (stricte) monotonie, convexité, l’étude des extrema etc.

Ce polycopié contient plusieurs animations, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de pdf capable de lire les
animations (comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).

Attention : utiliser un lecteur de pdf adapté
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Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, I est un intervalle de R non vide et non réduit à un point et f : I Ñ R une
application, a et b deux réels tels que a ă b.

1 Fonctions dérivables

1.1 Dérivabilité

Le taux d’accroissement de f entre a P I et b P I avec a ‰ b est la pente de la droite reliant les points pa, fpaqq
et pb, fpbqqe i.e. fpbq ´ fpaq

b ´ a
. On dit que f est dérivable en a P I si fpxq ´ fpaq

x ´ a
ÝÝÝÑ
xÑa

ℓ P R, dans ce cas, on pose
f 1paq “ ℓ, f 1paq est appelé nombre dérivé de f en a.

Définition du taux d’accroissement et du nombre dérivé

(a) Exemple d’une fonc-
tion dérivable en a

(b) Exemple d’une fonction non
dérivable en a

(c) Exemple d’une fonc-
tion non dérivable en a

Remarque 1. Cela est équivalent à ce que fpa ` hq ´ fpaq
h

ÝÝÝÑ
hÑ0

ℓ P R et dans ce cas ℓ “ f 1paq.
Exemples 1. ‚ Montrer que x ÞÑ x2 est dérivable pour tout a P R.

‚ Montrer que x ÞÑ ?
x n’est pas dérivable en 0.

‚ Soit α P R˚̀zZ. Étudier la dérivabilité de pα en 0 (fonction puissance prolongée par continuté en 0).

Si f est dérivable en a P I, la fonction x ÞÑ fpaq ` f 1paqpx ´ aq est appelée approximation affine de la fonction f
au point a. Sa courbe est appelée tangente à f au point d’abscisse a.

Définition

Remarque 2. En fait, x ÞÑ fpaq ` f 1paqpx ´ aq est la meilleure approximation affine de f en a (sera justifié plus tard).

Si, pour tout a P I, f est dérivable en a, f est dite dérivable sur I et on appelle fonction dérivée f 1 :
#

I ÝÑ R

x ÞÝÑ f 1pxq

Définition de la dérivabilité sur un intervalle et de la fonction dérivée

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a. Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I.
Théorème no 1 : la dérivabilité implique la continuité

La réciproque est fausse. Penser à x ÞÑ ?
x.

Péril imminent : la réciproque n’est vraie que dans vos rêves
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1.2 Dérivabilité à gauche et à droite

1. On dit que f est dérivable à gauche en a P I si fpxq ´ fpaq
x ´ a

ÝÝÝÝÑ
xÑa´

ℓ P R. Dans ce cas, on pose f 1
gpaq “ ℓ.

2. On dit que f est dérivable à droite en a P I si fpxq ´ fpaq
x ´ a

ÝÝÝÝÑ
xÑa`

ℓ1 P R. Dans ce cas, on pose f 1
dpaq “ ℓ1.

Définition de la dérivabilité à gauche et à droite

Remarque 3. Si f est dérivable à droite et à gauche alors f admet au point a deux demi-tangentes.

Exemple 2. Montrer que la fonction x ÞÑ |x| est dérivable à gauche et à droite en 0.

Soit a P I̊, alors f est dérivable en a ssi f est dérivable à gauche et à droite en a et f 1
gpaq “ f 1

dpaq.
Dans ce cas, on a f 1paq “ f 1

gpaq “ f 1
dpaq.

Proposition no 1 : lien entre être dérivable, dérivable à droite et à gauche

Exemple 3. Que penser de la fonction x ÞÑ |x| ?

1.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Soient f et g dérivables sur I et λ P R
λf ` g est dérivable sur I et pλf ` gq1 “ λf 1 ` g11. fg est dérivable sur I et pfgq1 “ f 1g ` fg12.

Si g ne s’annule pas sur I, f

g
est dérivable sur I et

ˆ

f

g

˙1
“ f 1g ´ fg1

g23.

Proposition no 2 : opérations sur les fonctions dérivables (somme, produit, division)

Soient f : I Ñ J dérivable et g : J Ñ R dérivable, alors g ˝ f est dérivable sur I et pg ˝ fq1 “ f 1 ˆ pg1 ˝ fq
Proposition no 3 : composition de fonctions dérivables

Exemples 4. Si u est dérivable sur I, dériver exppuq, lnp|u|q et uα (u : I Ñ R˚ pour ln et u : I Ñ R˚̀ pour uα).

Soient f : I Ñ J une bijection et x P J . Si f est dérivable en f´1pxq et que f 1pf´1pxqq ‰ 0, alors f´1 est dérivable
en x et pf´1q1pxq “ 1

f 1pf´1pxqq .

Théorème no 2 : dérivabilité de la bijection réciproque

Remarques 4. ‚ La pente de la tangente de f´1 en x est l’inverse de la pente de la tangente de f en f´1pxq. La
condition f 1pf´1pxqq ‰ 0 est indispensable pour garantir que f 1 soit dérivable en b.

‚ Grâce à ce théorème, arcsin, arccos, arctan et exp sont dérivables respectivement sur s ´1 ; 1 r, s ´1 ; 1 r, R et R, pour
tout x P s ´1 ; 1 r, arcsin1pxq “ ´ arccos1pxq “ p1 ´ x2q´1{2, pour tout x P R, arctan1pxq “ p1 ` x2q´1 et exp1 “ exp

2 Théorème de Rolle et théorème des accroissements finis

Soit f : r a ; b s Ñ R telle que
f est continue sur r a ; b s.1. f est dérivable sur s a ; b r.2. fpaq “ fpbq3.

Alors, il existe c P s a ; b r tel que f 1pcq “ 0.

Théorème no 3 de Rolle
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Soit f : r a ; b s Ñ R telle que
f est continue sur r a ; b s.1. f est dérivable sur s a ; b r.2.

Alors, il existe c P s a ; b r tel que f 1pcq “ fpbq ´ fpaq
b ´ a

.

Théorème no 4 des accroissements finis

Remarque 5. ‚ Le théorème de Rolle n’est qu’un cas particulier du théorème des accroissements finis.
‚ Dans le théorème de Rolle et dans celui des accroissements finis, le réel c n’est pas nécessairement unique.
‚ Le théorème des accroissements finis fait le lien entre la dérivée et le taux d’accroissement sans limite.

Exemple 5. Montrer que pour tout x P R`, sinpxq ď x.

Soient f : I Ñ R et M ě 0 tels que
f est continue sur I.1. f est dérivable sur I̊.2. @x P I̊ |f 1pxq| ď M3.

Alors, pour tout px, x1q P I2, |fpxq ´ fpx1q| ď M |x ´ x1| (f est M -lipschitzienne).

Proposition no 4 : inégalité des accroissements finis

Exemple 6. Montrer que la fonction sinus est 1-lipschitzienne sur R.

Soit a P I et f : I Ñ R, supposons que
f est continue sur I.1. f est dérivable sur Iztau.2. f 1pxq ÝÝÝÑ

xÑa
ℓ P R3.

Alors, f est dérivable en a, f 1paq “ ℓ et f 1 est continue en a.

Théorème no 5 de la limite de la dérivée

Remarque 6. Si ℓ “ ˘8, alors f n’est pas dérivable en a et admet une tangente verticale en a.

Exemple 7. Posons fpxq “ x3 sinp1{xq pour x P R˚. Montrer que f est prolongeable par continuité sur R et que ce
prolongement est dérivable sur R.

3 Applications de la dérivabilité

3.1 Extrema locaux et globaux

On dit que f admet un maximum global en a si fpaq majore f , i.e. : @x P I fpxq ď fpaq
On dit que f admet un minimum global en a si fpaq minore f , i.e : @x P I fpaq ď fpxq
On dit que f admet un maximum local en a P I lorsque fpaq est localement un maximum de f :

Dδ ą 0 @x P I X r a ´ δ ; a ` δ s fpxq ď fpaq
On dit que f admet un minimum local en a P I lorsque fpaq est localement un minimum de f :

Dδ ą 0 @x P I X r a ´ δ ; a ` δ s fpaq ď fpxq
Un extremum local/global de f est un minimum local/global ou un maximum local/global de f .

Définition des extrema globaux

Soit f dérivable sur I. Si f admet un extremum local en a P I̊, alors f 1paq “ 0.
Théorème no 6 : condition nécessaire pour admettre un extremum local
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Penser à la fonction x ÞÑ x3.
Attention la réciproque est fausse

En résolvant l’équation f 1pxq “ 0, on connaît les extrema locaux possibles. Il faut ensuite les étudier cas par cas.
De plus, une extrémité de I peut fournir un extremum sans que sa dérivée soit nulle.

Comment déterminer les extrema d’une fonction dérivable ?

3.2 Application aux suites récurrentes

Soient f : I Ñ I et punqnPN la suite définie par u0 P I et pour tout n P N, un`1 “ fpunq. On suppose que f est
k-lipschitzienne sur I avec k ă 1 et qu’il existe ℓ P I tel que fpℓq “ ℓ (ℓ est un point fixe de f). Alors, un ÝÝÝÑ

nÑ8 ℓ.

Théorème no 7 : convergence des suites récurrentes pour les fonctions k-lipschitziennes

Exemple 8. Étudier la suite définie par u0 P R` et pour tout n P N, un`1 “ un ` 1
un ` 2

3.3 Caractérisation de la monotonie

Soient I un intervalle de R et f dérivable sur I.
1. f est croissante sur I si et seulement si pour tout x P I, f 1pxq ě 0.
2. f est décroissante sur I si et seulement si pour tout x P I, f 1pxq ď 0.

Théorème no 8 : caractérisation des fonctions dérivables et monotones

Soit f dérivable sur un intervalle I. f est constante sur I ssi pour tout x P I, f 1pxq “ 0.
Théorème no 9 : caractérisation des fonctions constantes

La fonction x ÞÑ arctanpxq ` arctanp1{xq a une dérivée nulle sur R˚, mais n’est pas constante.
La fonction x ÞÑ 1

x
a une dérivée négative sur R˚ mais n’est pas décroissante.

Attention la condition «I un intervalle de R» est importante

Soit f dérivable sur I. Alors f est strictement croissante sur I si et seulement si f 1 ě 0 et pour tout pa, bq P I2

avec a ă b, il existe x P r a ; b s, f 1pxq ą 0.

Théorème no 10 : CNS pour qu’une fonction dérivable soit strictement croissante

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Supposons que f 1 ě 0 et que pour tout x P IzE (où E est un
ensemble fini), f 1pxq ą 0 alors f est strictement croissante sur I.

Proposition no 5 : condition suffisante de stricte monotonie d’une fonction dérivable

La fonction x ÞÑ x ` sinpxq est strictement croissante sur R, sa dérivée s’annule une infinité de fois.
Attention : f peut être strictement croissante et f 1 s’annuler une infinité de fois
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3.4 Fonctions convexes
Remarque 7. Soit pa, bq P R2 avec a ă b. Alors r a ; b s “ tta ` p1 ´ tqb | t P r 0 ; 1 su.

Soit f : I Ñ R, on dit que f est convexe (resp. concave) si

@pa, bq P I2 @t P r 0 ; 1 s fpta ` p1 ´ tqbq ď tfpaq ` p1 ´ tqfpbq presp. ěq

Définition d’une fonction convexe/concave

(a) Définition d’une fonction
convexe

(b) Une fonction convexe est au-dessus de ses
tangentes

Soit f : I Ñ R convexe et pa, bq P I2 avec a ă b, notons g l’équation de la droite qui coupe f en a et en b, alors f
est en dessous de g sur r a ; b s et au-dessus en dehors de r a ; b s.

Proposition no 6 : position d’une fonction convexe par rapport à ses sécantes

Soit f : I Ñ R une fonction dérivable. Alors :

f est convexe ssi f 1 est croissante ssi f est au dessus de toutes ses tangentes

De plus, si f est deux fois dérivable, alors f est convexe ssi f2 est positive.

Proposition no 7 : caractérisation de la convexité à l’aide de la dérivée

Remarque 8. Les deux propositions précédentes se généralisent au cas où f est concave.

@x P R exppxq ě 1 ` x1. @x ą 0 lnpxq ď x ´ 12. @x P r 0 ; π{2 s 2x

π
ď sinpxq ď x3.

Inégalités classiques démontrées avec la convexité

4 Dérivées successives et fonctions de classes C k

1. On dit que f est deux fois dérivable sur I si f est dérivable sur I puis que f 1 est dérivable sur I.
On appelle dérivée seconde de f la dérivée de sa dérivée : f p2q “ pf 1q1.

2. Soit n P N˚, on dit que f est n fois dérivable sur I si f est n ´1 fois dérivable et si f pn´1q est dérivable sur I.
On appelle dérivée n-ième (ou d’ordre n) de f : f pnq “ pf pn´1qq1. Par convention, f p0q “ f et f p1q “ f 1.

3. On dit que f est infiniment dérivable sur I si f admet des dérivées à tout ordre.

Définition des dérivées successives
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Ne pas confondre fn et f pnq : la première notation indique une puissance n-ième, la seconde une dérivée n-ième.

Attention aux notations

Exemples 9. Calculer les dérivées n-ièmes des fonctions suivantes :
cos1. x ÞÑ xp pour p P N.2. x ÞÑ x´1.3.

1. On dit que f est de classe C 1 sur I lorsque f est dérivable sur I et que f 1 est continue sur I.
2. Soit n P N˚, on dit que f est de classe C n sur I si f est n-fois dérivable sur I et si f pnq P C 0pI,Rq.

Pour n P N˚, on note C npI,Rq l’ensemble des fonctions de classe C n sur I et valeurs dans R.
3. On dit que f est de classe C 8 sur I lorsque pour tout n P N˚, f est de classe C n.

On note C 8pI,Rq l’ensemble des fonctions de classe C 8 sur I.

Définition des fonctions de classe C n

Exemples 10. La fonction exponentielle et les fonctions polynomiales sont C 8 sur R.

Remarque 9. Pour une fonction f et n ą p ą 2

f P C 8pI,Rq ðñ f infiniment dérivable ùñ f P C npI,Rq ùñ f n-fois dérivable
f n-fois dérivable ùñ f P C ppI,Rq ùñ f p-fois dérivable ùñ f P C 2pI,Rq

f P C 2pI,Rq ùñ f 2-fois dérivable ùñ f P C 1pI,Rq ùñ f dérivable ùñ f P C 0pI,Rq
Mais toutes les implications réciproques sont fausses (sauf la première).

Soient n P N˚ et pf, gq P C npI,Rq2.
1. Pour λ P R, λf ` g P C npI,Rq, pλf ` gqpnq “ λf pnq ` gpnq.

2. La fonction fg P C npI,Rq et pfgqpnq “
n
ř

i“0

`

n
i

˘

f piq ˆ gpn´iq formule de Leibniz

3. Si g ne s’annule pas sur I, alors f{g P C npI,Rq.
4. Si pf, gq P C 8pI,Rq2 alors pλf ` g, fg, f{gq P C 8pI,Rq3 (si g ne s’annule pas sur I pour f{g).

Proposition no 8 opérations sur les fonctions de classe C n

Remarque 10. La proposition précédente peut aussi s’énoncer en remplaçant de classe C n par n-fois dérivable.

Exemple 11. Calculer la dérivée d’ordre 5 de la fonction f : x ÞÑ x3e x.

Soient k P N Y t8u, f P C kpI, Jq et g P C kpJ,Rq. Alors, g ˝ f P C kpI,Rq.
Si f est bijective et si f 1 ne s’annule pas sur I, alors la bijection réciproque f´1 P C kpJ, Iq.

Proposition no 9 : classe de la composée et de la bijection réciproque (admis)

Exemples 12. Les fonctions arccos et arcsin sont de classe C 8 sur s ´1 ; 1 r, arctan est de classe C 8pRq.

Posons fpxq “ 0 pour x P R´ et fpxq “ e ´ 1
x pour x P R˚̀.

1. Montrer que, pour tout n P N, f est n fois dérivable sur R˚̀ et il existe Pn P RrXs tel que pour tout x ą 0,

f pnqpxq “ Pnpxqe ´ 1
x

x2n
.

2. Montrer que f P C 8pR,Rq

Exemple classique de fonction C 8 définie par raccordement
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5 Extension aux fonctions à valeurs complexes

5.1 Définition de la dérivabilité des fonctions à valeurs complexes

Soit f : I Ñ C. On dit que f est dérivable en a P I si fpxq ´ fpaq
x ´ a

ÝÝÝÑ
xÑa

ℓ P C. On pose alors f 1paq “ ℓ. On dit
que f est dérivable sur I ssi pour tout a P I, f est dérivable en a.

Définition de la dérivée d’une fonction à valeurs complexes

Remarques 11. ‚ On ne sait pas dériver une fonction définie sur C, seulement à valeurs dans C.
‚ f est dérivable en a P I ssi Repfq et Impfq sont dérivables en a. Alors, f 1paq “ Repfq1paq ` iImpfq1paq.

5.2 Ce qui est encore valable
‚ On peut toujours parler de dérivabilité à gauche et à droite.
‚ On peut toujours additionner, multiplier et diviser des fonctions dérivables.
‚ Définition des fonctions de classe C k.
‚ Pour la composée : si f P C kpI, Jq et g P C kpJ,Cq alors g ˝ f P C kpI,Cq.
‚ La formule de Leibniz est encore vraie.
‚ L’inégalité des accroissements finis est encore vraie 1.
‚ Une fonction, définie sur un intervalle, est constante si et seulement si elle a une dérivée nulle.

5.3 Ce qui n’est plus valable
‚ La notion d’extremum local n’a pas de sens.
‚ Le théorème de Rolle ne s’applique pas, tout comme l’égalité des accroissements finis.
‚ La notion de monotonie n’a pas de sens.
‚ La notion de convexité n’a pas de sens.

La fonction f : x ÞÑ e i x est continue sur r 0 ; 2π s, dérivable sur s 0 ; 2π r, fp0q “ fp2πq. Mais, f 1 ne s’annule pas.
Exemple le théorème de Rolle ne s’applique pas

6 Méthodes

Soit f : I Ñ R et a P I.
‚ Si f est une somme/produit/composée/quotient de fonctions dérivables alors conclure que f est dérivable

(attention aux intervalles dans le cas de la composée, attention à bien dire que le dénominateur ne s’annule
pas dans le cas du quotient) puis dériver f grâce aux formules.

‚ Si on est en point particulier a (un point sur lequel la fonction change d’expression, un prolongement par
continuité, la présence d’une valeur absolue/racine carrée d’une expression qui s’annule) :
— Dériver à droite et à gauche (si possible) et regarder s’il y a la même dérivée.

— Étudier si le taux d’accroissement admet une limite finie en a, dans ce cas, f 1paq “ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x ´ a

.
— Appliquer le théorème de la limite de la dérivée, dans ce cas, f 1paq “ lim

xÑa
f 1pxq.

Comment montrer qu’une fonction est dérivable et la dériver ?

1. Si f P C 1pI,Cq, et |f 1| bornée par M , alors pour tout px, x1q P I2, |fpxq ´ fpx1q| ď M |x ´ x1|. Ceci sera démontré lors du chapitre
Intégration.
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