
Degré, division euclidienne, divisibilité

Exercice 1 (‹ Cal ©). Calculer les restes des divisions euclidiennes de A
par B dans les cas suivants :

1. A “ X5 ´ 2X4 ´ 1, B “
1
2X2 ` X ´ 2

2. A “ X3 ´ 2X2 ` 2, B “ X4 ` 2X3 ´ X ` 1

3. A “ X20 ` 1, B “ X2 ` 3X ` 2

4. A “ Xn ` X, B “ X3 ` 3X2 ´ 4

5. A “ pcospθq ` X sinpθqqn, B “ X2 ` 1 où θ P R

6. A “ Xn, B “ X3 ´ 3X2 ` 3X ´ 1

Exercice 2 (‹ Cal, Rai ©). Soit n P N˚, déterminer les couples pa, bq P R2

tels que pX ´ 1q2|aXn`1 ` bXn ` 1.

Exercice 3 ( ‹‹ Cal, Rai, Rec ©). Soit pa, bq P pN˚q2.

1. Montrer que X ´ 1 divise Xa ´ 1

2. Montrer que si b|a, alors Xb ´ 1|Xa ´ 1.

3. Si a “ bq ` r est la division euclidienne de a par b, Montrer que le
reste de la division euclidienne de Xa ´ 1 par Xb ´ 1 est Xr ´ 1

4. Montrer que si pXb ´ 1q|pXa ´ 1q alors b|a.

Exercice 4 (‹‹ Rai, Rec ©). Soit pA, Bq P RrXs2 et B non constant. on
suppose que B divise A dans CrXs, c’est-à-dire qu’il existe C P CrXs tel
que A “ BC. Démontrer que nécessairement C P RrXs.

Exercice 5 (‹ Rai ©). Déterminer tous les couples pP, Qq P KrXs2 tels
que Q2 “ XP 2.

Exercice 6 (‹ Rai ©). Déterminer tous les polynômes P P KrXs tels que
P ˝ P “ P .

Exercice 7 (‹ ‹ ‹ Rai, Rec). Déterminer tous les polynômes P P CrXs

tels que P 1 divise P .

Racines et factorisation d’un polynôme

Exercice 8 (‹ Rai). Trouver le ou les polynômes P P RrXs de degré 3
tel que 1 est racine simple, ´2 racine double et P p3q “ 8.

Exercice 9 (‹ Cal, cou). Soit P “ 2X3 ´ 16X2 ` 46X ´ 56. On note
x1, x2 et x3 les racines complexes de P . Déterminer les trois racines de P
sachant que la somme de deux des racines est égale à la troisième.

Exercice 10 (‹ Cal, Cou). Soit P “ X3 ´ 18X2 ` 101X ´ 180. On note
x1, x2 et x3 les racines complexes de P . Déterminer les trois racines de P
sachant que la somme de deux des racines est égale à la troisième.

Exercice 11 (‹‹ Rai, Rec). X4 ` 1 admet-il des racines dans R ? Est-il
irréductible dans RrXs ? Sinon le factoriser dans RrXs (comme un produit
de polynômes irréductibles)

Exercice 12 (‹ Rai ©). Soit P P CrXs tel que d˝P ě 1. Démontrer que

P̃ :
#

C ÝÑ C

x ÞÝÑ P pxq
est surjective.

Exercice 13 (‹ Rai). Déterminer les a P C tels que P “ X3 ´ X2 ` a ait
une racine double.

Exercice 14 (‹‹ Cal, Rec ©). Factoriser X2n ´ 1 dans CrXs puis dans
RrXs (comme un produit de polynômes irréductibles)

Exercice 15 (‹ Rai ©). Déterminer tous les polynômes P P R4rXs tels
que P p0q2 ` P p´3q2 ` P p5q4 ` P p´πq6 ` P p42q42 “ 0.

Exercice 16 (‹‹ Rec ©). Soit pP, Qq P CrXs2.
1. Si pour tout n P N, P pnq “ Qpnq, montrer que P “ Q.
2. Si pour tout x P R, P psinpxqq “ Qpsinpxqq, montrer que P “ Q.
3. Si x ÞÑ P pxq est périodique, montrer que P est constant.

Exercice 17 (‹‹ Rai, Rec ©). Déterminer tous les polynômes P P RrXs

tels que pX ` 3qP pXq “ XP pX ` 1q.

Exercice 18 (‹ Rai ©). Soient n P N˚ et Pn “
n
ř

k“0

Xk

k! P CrXs. Montrer

que les racines complexes de Pn sont simples.
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Exercice 19 (‹ ‹ ‹ Rai, Rec). Pour n P N˚, on pose

Φn “

n
ź

k“1
PGCDpk,nq“1

pX ´ e i k2π{nq

1. Calculer explicitement Φn pour n P rr 1 ; 4 ss

2. Montrer que Xn ´ 1 “
n

ś

d“1
d|n

Φd

3. En déduire Φ8.
4. Calculer Φp pour p premier.
5. Soit A et B deux polynômes à coefficients dans Z et B unitaire,

démontrer qu’il existe Q et R deux polynômes à coefficients dans Z
tel que A “ BQ ` R avec d˝R ă d˝B.

6. Démontrer que Φn est à coefficients entiers pour tout n P N˚.

Décomposition en éléments simples

Exercice 20 (‹ Cal ©). Pour n P N˚, on pose Sn “
n
ř

k“1

1
kpk ` 1qpk ` 2q

.

Grâce à une décomposition en éléments simples, déterminer la valeur
de Sn.

Exercice 21 (‹ Cal). Décomposer en éléments simples
1

X3 ´ 18X2 ` 101X ´ 180 en utilisant la factorisation obtenue à
l’exercice 10.

Exercice 22 (‹‹ Cal). 1. Factoriser dans RrXs, P “ X4 ´ 2X3 ´ X2 `

2X

2. En déduire la décomposition en éléments simples de
X5 ` 1

X4 ´ 2X3 ´ X2 ` 2X
.

3. Calculer
ż 4

3

x5 ` 1
x4 ´ 2x3 ´ x2 ` 2x

dx.

Exercice 23 (‹‹ Cal). 1. Factoriser X4 ` 3X2 ` 2 dans RrXs.

2. La décomposition en éléments simples de 1
X4 ` 3X2 ` 2 est de la

forme aX ` b

X2 ` 1 `
cX ` d

X2 ` 2 . Trouver pa, b, c, dq.

Exercice 24 (‹ Cal). On admet que la fraction rationnelle suivante admet
une décomposition en éléments simples de la forme :

X ` 3
pX ` 1q2pX ` 2q

“
a

pX ` 1q2 `
b

X ` 1 `
c

X ` 2

Trouver a, b et c.

Exercice 25 (‹‹ Cal, Rec ©). Soit P P CrXs un polynôme de degré n
scindé à racines simples de racines px1, x2, . . . , xnq.

1. Déterminer la décomposition en éléments simples de P 1

P
.

2. Si toutes les racines de P sont non nulles, déterminer la valeur de
n
ř

k“1
1{xk.

3. Si P P RrXs et que ses racines sont réelles, montrer que pour tout
x P R, pP 12 ´ PP 2qpxq ě 0.

Sujet de concours

Exercice 26 ( ‹‹ Rai, Rec). Soit n P N et x P r ´1 ; 1 s on pose fnpxq “

cospn arccospxqq.
1. Rappeler tout ce que vous savez sur la fonction arccos.
2. Pour x P r ´1 ; 1 s, exprimer fn`1pxq ` fn´1pxq en fonction de fnpxq.
3. Montrer qu’il existe un unique polynôme Tn telle que la fonction

polynomiale associée à Tn sur r ´1 ; 1 s soit la fonction fn.
4. Calculer f0, f1, f2 et f3. Que valent T0, T1, T2 et T3 ?
5. Déterminer la valeur de Tn, le degré de Tn, son coefficient dominant

et les racines de Tn.
6. Démontrer que Tn vérifie : p1 ´ X2qT 2

n ´ XT 1
n ` n2Tn “ 0

Exercice 27 (‹‹ Rai, Rec ©). Soit a P N et Pa “ X3 ´ Xpa2 ` 2aq ` 2 .
On cherche a tel que Pa possède trois racines dans Z. On suppose que a
existe. Soient r1, r2 et r3 les 3 racines de Pa avec r1 ď r2 ď r3.
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1. Que valent r1 ` r2 ` r3 et r1r2r3 ?
2. Montrer que r1 ă 0.
3. En déduire que r1 ă 0 ă r2 ď r3 puis les valeurs de r1, r2,et r3.
4. Donner la valeur de Pa

1pr2q. En déduire la valeur de a.
5. Réciproquement, montrer que la valeur de a trouvée convient.

Exercice 28 (‹‹ Rai, Rec ©). Soit n P N˚, on pose un “
n
ř

k“1

1
k2 et

vn “ un ` 1
n , et Pn “

1
2i rpX ` iqn ´ pX ´ iqns.

1. Montrer que punqnPN˚ et pvnqnPN˚ convergent vers la même limite.
2. Calculer P1, P2 et P3

3. Montrer que Pn P RrXs.
4. Déterminer le degré et le coefficient dominant de Pn.
5. La fonction polynomiale associée à Pn est-elle paire ? impaire ?
6. Trouver les racines de Pn (on utilisera la fonction cotan “

cos
sin )

7. En déduire la factorisation de Pn en facteurs irréductibles de CrXs.
8. Soit S P RrXs, montrer que la fonction polynomiale associée à S est

paire si et seulement si on peut décomposer S comme S “
N
ř

k“0
akX2k

avec N P N et ak des réels.
9. Montrer que pour n P N, il existe Rn P RrXs tel que P2n`1 “ RnpX2q.

10. Déterminer d “ d˝Rn et les coefficients de Rn devant Xd et de-
vant Xd´1 ?

11. Déterminer les racines de Rn. Factoriser Rn dans RnrXs.

12. En déduire que
n
ř

k“1
cotan2

ˆ

kπ

2n ` 1

˙

“
np2n ´ 1q

3
13. Montrer, grâce à la convexité (ou avec une étude de fonctions), que

pour tout θ P

ı

0 ; π

2

”

, 0 ă sinpθq ď θ ď tanpθq

On pose pour k P N, θk “
kπ

2n ` 1 et

14. En déduire que pour tout p P rr 1 ; n ss

cotan2pθpq ď
1

θp
2 ď 1 ` cotan2pθpq

15. Encadrer un, en déduire que punqn converge et déterminer sa limite.
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