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Dans tout ce chapitre, n, p, ¢ et r sont des entiers naturels non nuls, K désigne R ou C. Pour deux entiers i et j, on
1 s L ,
note §; ; = { 0 zinon *=7 . Le nombre d0;,; est appelé le symbole de Kronecker. Remarquons que §; ; = d;,;.

1 Définition des matrices et opérations

>
Déﬁnition d’une matrice

On appelle matrice de taille n x p & coefficients dans K tout tableau a n lignes et p colonnes d’éléments de K :

A{Ll A412 N A41J e AILP
My My ... My ... M,
M= My My ... Mij ... M,
Mpy Mus ... My ... M,,

On note aussi M = (M; ;j)1<i<n. Le coefficient & la i-ieme ligne et la j-iéme colonne est M, ;. On note .4, ,(K)
1<j<p
I’ensemble des matrices de taille n x p a coefficient dans K.
Sip = n, on dit que M = (M; ;)1<i<n est une matrice carrée. On note .#,(K) a la place de .4, ,,(K).
1<j<n

3 -2 5 1 i
Exemple 1. A = <4 4 4> € M>3(R), B = (2 3 +i> € M5 (C).
Remarque 1. e On note 0, la matrice de taille n x p dont les coefficients sont tous nuls, appelée matrice nulle.
e On note I,, = (d; j) 1<i<n € #n(K), appelé matrice identité de ., (K).
1<j<n
My
Ms
e Sip=1et M e #,1(K), alors M = . |. On dit que M est une matrice colonne.
AInJ
o Sin=1et Me.#,(K),alors M= (M, Mgy ... Myp).Ondit que M est une matrice ligne.

Sin=p=1et M e # 1(K), alors M = (M;,1), on assimile donc M & un nombre et on note M = M ;.
Soit (A, B) € My, ,(K)? alors A = B ssi pour tout (i,5) € [1;n] x [1;p]], Aij = Bi ;-

-
Déﬁnition de la somme deux matrices
| On définit une addition entre A € .4, ,(K) et B € 4, ,(K) par A+ B = (A; j + Bi j)1<i<n € A p(K).

1<j<p

. 1 2 3 4 3 1
Exemple 2. S1A—(3 9 1) etB—<7 9 3).CalculerA+B.

Remarque 2. On n’additionne seulement deux matrices de méme taille pour obtenir une nouvelle matrice de méme taille.

'_-:J Proposition n°1 : propriétés de 1’addition de deux matrices
Soient (A, B,C) € My, ,(K)3.

1. A+4B)+C=A+(B+0C) (associativité) 3. A+0,,=A4 (0, est le neutre de l'addition)
2. A+B=B+A (commutativité) 4 A+ (“Aijlisicn =0np  (existence de Toppos)

1
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Déﬁnition du produit d’une matrice par un scalaire
| Soient A € A, ,(K) et A e K. On pose AA = (A4, j)1<i<n € A p(K).

1<j<p

Exemple 3. Calculer AMAsi A =3et A = <; (1) é)

'_-fJ Proposition n° 2 : propriétés du produit d’une matrice par un scalaire
| Soient (A, B) € A, ,(K)? et (A, u) € K2

1. 1A=Aet 0A =0, 2. A+ p)A=XA+pA 3. M(A+B)=)A+)B 4. AMpA) = (Apw)A

Déﬁnition du produit de deux matrices
Soient A € A, ,(K) et B € M) 4(K). On définit AB = C € A, 4(K) par :

p
Vie[[1;n] VYjie[l;q] Ci,j:ZAi,kBk,j
k=1

Remarque 3. Pour faire le produit de A x B, il faut que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B.
11 est possible que le produit A x B soit donc possible sans que le produit B x A le soit. Si A x B et B x A sont possibles,

on n’a pas forcément A x B = B x A.

Exemple 4. Dans le cas des matrices A et B ci-dessous indiquer si le produit est possible et si oui effectuer-le :

A B AB BA

b3 | @3

1 2 -3 1 2
-2 1 1 12
0 1 -1 1 2
L2 1 2 0
203 (-1—20)
-2 -3

(
8 Péril imminent : le produit matriciel

Le produit de deux matrices n’est pas un produit terme a terme.
Le produit de deux matrices a une condition sur les lignes et les colonnes pour étre défini.
Le produit de deux matrices n’est pas commutatif.
Le produit de deux matrices non nulles peut étre nul.
\ Si AB = AC, on ne peut pas en déduire que B = C' méme si A est non nul.
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(-'_'J Proposition n° 3 : propriétés de la multiplication des matrices A

1. Si Ae A, ,(K), Be M, ,K) et Ce A, ,(K), alors (AB)C = A(BC) (associativité du produit matriciel)

2. Si A€ Myy(K), BeMyy(K) et Ae K, N(AB) = (AA)B = A(AB)

3. Si (A, B) € My, ,(K)? et C € 4, ,K), (A+ B)C = AC + BC (distributivité)

4. Si Ae M, ,(K) et (B,C) € My, (K)?, AB+C) =AB + AC (distributivité)
\ 5. Si Ae M, p(K) alors Ax1I,=A, Ax0pq=0,4 I, x A= Aet OgnA = 0‘“’)

Remarque 4. Soit A € 4, ,(K) et X € 4, 1(K), alors AX est une combinaison linéaire des colonnes de A.

I
Déﬁnition de la transposée d’une matrice
| Soit A = (4; j)1<i<n € A (K), on appelle transposée de A la matrice AT = (Aj)1<i<p € My, (K).

1<j<p 1<j<sn

Exemple 5. SIA=(4 5 6

L2 3), alors AT =

Remarque 5. Les lignes de A forment donc les colonnes de AT et vice versa.

iJ Proposition n°4 : propriétés de la transposée
| Soient (4, B,C) € A, ,(K)? x M, o(K) et Ae K. Alors, (AT)T = A, (A+AB)T = AT + ABT, (AC)T =CTAT.

2 DMatrices élémentaires, opérations élémentaires et systémes linéaires

2.1 DMatrices élémentaires et opérations élémentaires

Déﬁnition d’une matrice élémentaire de .#, ,(K)
| Soit (a,b) e [1;n] x [[1;p], on appelle E(a,b) = (8;,40j4)1<i<n € My »(K) matrice élémentaire de ., ,(K).

1<j<p

Remarque 6. Les coefficients de F(a,b) sont nuls sauf celui & la a-iéme ligne et b-iéme colonne qui vaut 1.

Exemple 6. Les matrices élémentaires de .#5 3(K) sont :

L/ o . ’ o . . . . . ’, . . ,7 2 .
‘ Proposition n° 5 : décomposition d’une matrice en combinaison linéaire de matrices élémentaires

n p
Soit M = (Mi,j)léiSn € %’n,p(K) A]OI’S, M = Z Z M,LJE(Z,]) ou E(’L,j) € %n)p(K)

<J<p i=1j=1 )

iJ Proposition n° 6 : produit de deux matrices élémentaires
| Pour (E(a,b), E(c,d)) € My ,(K) x M, 4(K) deux matrices élémentaires, E(a,b)E(c,d) = 6y E(a,d) € M, 4(K)

J

)
Déﬁnition des matrices d’opérations élémentaires
1. Soit ae [1;n] et A € K*, on appelle Dy(A) = I, + (A — 1)E(a, a) matrice de dilatation.

2. Soit (a,b) € [1;n]? avec a # b, on appelle P,, = I, — E(a,a) — E(b,b) + E(a,b) + E(b,a) matrice de
transposition.

3. Soit (a,b) € [1;n]? avec a # b et A € K, on appelle T, ,(\) = I,, + AE(a,b) matrice de transvection.
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Remarque 7. Les tailles de E(a,b), Dq()), Py et T; ;(A) ne sont pas indiquées dans la notation de ces matrices. Le
contexte permet de lever toute ambiguité.

b b 101 g 9
Exemple 7. Calculer les produits suivants : D2 (3) X a , “ x D2(3), Pioax [ =2 3|, .| P1o,
c d c d ’ 9 4 3 0 i ’

10 1
2 -2 1
T172(10) X -2 3 s (3 0 l> T172(1O)

2 4
iJ Proposition n° 7 : effet de la multiplication par une matrice d’opérations élémentaires
Soit A € My p(K).
1. Dg(X) x A est la matrice A a laquelle on a multiplié la a-iéme ligne par A.
2. P, x A est la matrice A a laquelle on a échangé la a-ieme ligne avec la b-iéme ligne.
3. T,p(N) x A est la matrice A & laquelle on a ajouté A fois la b-iéme ligne & la a-iéme ligne.
4. A x Dg(N) est la matrice A a laquelle on a multiplié la a-iéme colonne par A.
5. A x P, est la matrice A a laquelle on a échangé la a-ieme colonne avec la b-ieme colonne.
\_ 6. A xT,,(N) est la matrice A & laquelle on a ajouté X fois la a-iéme colonne a la b-iéme colonne. )
2.2 Systemes linéaires
‘ ’ o . . . ’ .
Deﬁnltlon d’un systeme linéaire
Soient (A ;j)i<i<n €t (Y1,Y2,...,yn) € K, on dit que le systéme suivant :
1<j<p
A1711‘1 + ALQJCQ + ...+ ALpl‘p = 0N
Ajimy +Aspra + .o+ Ajpry, =Yy
Apiz1+ Appxa+ ...+ Anpz, = Yn
est un systéme linéaire de n équations a p inconnues (x1,x2,...,x,) de coefficients (4; ;) et de second membre
(y1,92,---,Yn). On dit que (21, x2,...,x,) est solution du systéme s'il vérifie les n équations du systéme. Résoudre
un tel systeme revient a déterminer toutes les solutions. Un systéme est dit compatible s’il admet au moins une
solution. On dit que le systéme est homogene si le second membre est nul.

('_‘J Proposition n° 8 : lien entre systéme linéaire et produit matriciel )
\l Résoudre un systeme linéaire revient a trouver tous les X € .4, 1(K) tel que AX =Y. y
("_'J p fps o . )
roposition n° 9 : structure des solutions
Soit un systeme linéaire AX =Y compatible dont Xp est une solution particuliere. Les solutions de ce systéme
sont exactement de la forme Xp + Xy ol Xg est solution du systéme homogeéne AX = 0, ;.

. J

/“ Comment résoudre un systéme linéaire ? (pivot de Gauss)
On fait des opérations sur les lignes de fagon a «échelonner» le systéeme : a chaque ligne, la premiere inconnue
rencontrée doit étre plus a droite qu’a la ligne précédente. Une ligne comme «0 = 0» se supprime, une ligne comme
«0 = 1» montre que le systéme est incompatible. Une fois le systeme échelonné, la premieére inconnue de chaque
ligne est appelée inconnue principale et est exprimé en fonction des inconnues non principales (appelées inconnues
secondaires).
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20+ 3y +52+2t = 3

Exemple 8. Résoudre { Ar+6y+2+2 — 2°

3 Matrices carrées

On note 0,, la matrice nulle de ., (K).

'_-fJ Proposition n° 10 : des opérations des matrices carrées
| Soient (A, B) € #,(K)2. Alors, ABe #,(K), AxI,=I,xA=A, Ax0,=0,xA=0, AT e #,(K)

S
Déﬁnition de la puissance d’une matrice carrée
Soit A € .#,(K). On pose, pour k€ N*, A¥ = A x Ax A x...x A. Par convention A° = I,,.

—
k fois

Exemple 9. Si A = (i i) et B = (_11 _22>, alors AB =02. Si N = <1 :1) alors N2 = 0,.

)
Déﬁnition d’un diviseur de zéro, d’une matrice nilpotente

Soit A € 4, (K) non nulle, s'il existe B € .#,(K) non nulle telle que AB = 0,,, on dit que A est un diviseur de
zéro.
Soit N € #,(K), S’il existe p € N* telle que NP = 0,,, on dit que N est une matrice nilpotente.

Déﬁnition de la diagonale d’une matrice carrée
| Soit A€ #,(K). On dit que (411, A22,...,A4,.,) est la diagonale de A.

3.1 Cas particuliers de matrices carrées

<

Déﬁnition des matrices triangulaires supérieures/inférieures/diagonales/scalaires

1. On dit que T € ., (K) est une matrice triangulaire supérieure si ses coefficients en dessous de la diagonale
sont nuls : pour tout (i,5) € [1;n]?* avec i > j, T; ; = 0.

2. On dit que T € #,,(K) est une matrice triangulaire inférieure si ses coefficients au-dessus de la diagonale
sont nuls : pour tout (i,j) € [1;n]? avec i < j, T;; = 0.

3. On dit que D € #,(K) est une matrice diagonale, si ses termes en dehors de la diagonale sont nuls : pour
tout (i,j) € [1;n]?, sii # j alors D; ; = 0.

4. Si A e K, on dit que A, est une matrice scalaire.

Exemple 10. 0,, I,, 2I, sont des matrices scalaires de ., (K), 0 0

supérieure. Les matrices scalaires commutent avec toutes les autres matrices de ., (K).

2 0) est diagonale et (3 é) est triangulaire

ﬁJ Proposition n° 11 : propriétés des produits de matrices triangulaires
1. Si T et T” deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) de 4, (K), alors TT" est triangulaire
supérieure (resp. inférieure). De plus, (TT");; = Ti; x T}
2. Si D et D' sont deux matrices diagonales de ., (K) alors DD’ est diagonale et (DD');; = D; ; x D;)i.
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)
Déﬁnition des matrices symétriques et antisymétriques

1. On dit que S € 4, (K) est symétrique si S = ST i.e. pour tout (i,5) € [1;n]? si S;; = Sj..

2. On dit que A € .#,(K) est antisymétrique si A = —AT 4.e. pour tout (i,j) € [1;n]? Ai; = —Aj,.
On note .7, (K) (resp. #,(K)) ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de ., (K).

9 3 0 1 2
>est symétrique, A = | =1 0 —4 | est antisymétrique.

Exemple 11. S = (
3 2 4 0

Remarque 8. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont forcément nuls.

Exemple 12. Soit (4, B) € .#,,(K)?, développer (A + B)?

iJ Proposition n° 12 : formule du binéme de Newton et factorisation de A? — B?

P p—1
Soit (4, B) € #,(K)?. Si AB = BAalors (A+B)P = ) (})A*BP=" et AP —BP =(A—B) ), A*Br~1-*
k=0 k=0

Péril imminent la condition «A et B commutent» n’est pas décorative

< Appliquez ces formules sans checker «A et B commutent» et c’est la chute!

3 20
Exemple 13. Soit A= |0 3 2], calculer AP pour p € N.
0 0 3

3.2 Inverse d’une matrice carrée

<>
Deﬁnltlon de l’inverse d’une matrice carrée

On dit que A € #,(K) est inversible s'il existe B € .#,,(K) tel que AB = BA = I,,. Le B est alors unique et on
dit que B est I'inverse de A et on le note A~1. On note GL,,(K) I'ensemble des matrices inversibles de ., (K).

Exemple 14. I, est inversible et Lf1 = I,, 0, n’est pas inversible.

Exemple 15. Si A € ., (K) posséde une ligne remplie de 0, alors A n’est pas inversible.

('_‘J Proposition n° 13 : propriétés de ’inverse A
Soient (4, B) € GL,(K)? et A € K*
1. A~ e GL,(K) et (A71)"t = A. 3. AT est inversible et (A7)~ = (A~1)T.
\_ 2. M e GL,(K) et (A\A)"L = 71471 4. AB est inversible et (AB)™! = B~1AL. Y,

(&Attention la somme de matrices inversibles n’est pas forcément inversible

k¢ I, et —I,, sont inversibles mais pas leur somme.

Soit A = (“ b
C

d ad — be

—C a

\
J
'_-'J Proposition n° 14 : inverse d’une matrice de taille 2 j

1 _
), A est inversible ssi det(A) = ad — be # 0. Dans ce cas, A7l = < d b).
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(I

iJ Proposition n° 15 : matrice inversible et systéme linéaire )

Soit A € #,(K), alors A est inversible ssi pour tout ¥ € ., 1(K) le systtme ¥ = AX admet une et unique
solution de la forme X = BY. Dans ce cas, B = A1, )

\\

(-'_'J Proposition n° 16 : inversibilité d’une matrice diagonale )
Soit D € #,(K) une matrice diagonale alors D € GL, (K) ssi pour tout i € [1;n ], D;; # 0. De plus, si D est
inversible, D~! est une matrice diagonale de diagonale (D171_1, D272_1, e ,Dn,n_l). )

\\

© .. . e s . . . 12 . . . 12 )
-' Proposition n® 17 : inversibilité des matrices d’opérations élémentaires et opérations élémentaires

| Soit (i,7) € [1;n]]* avec i # j et A € K*, les matrices P; ;, D;(\) et T; j(\) sont inversibles.
\_ Les opérations élémentaires sur les matrices conservent l'inversibilité. )
1 2 -1
Exemple 16. Montrer que la matrice A= |2 3 1 | est inversible et calculer son inverse. Etudier I'inversibilité de la
2 1 0
0o 1 2 3
. 5 —1 1 =2
matrice B = 9 1 1 -1
11 1 0

iJ Proposition n° 18 : inversibilité d’une matrice triangulaire
Soit T € .#,,(K) une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure). Alors 7' € GL,,(K) ssi pour tout i € [1;n ],
T;; # 0. Alors, T—! est triangulaire supérieure (resp. inférieure), et pour tout i € [1;n ], (T71);; = (T;:)~*

2 10
Exemple 17. Calculer l'inverse de |0 2 1 ].
0 0 2

4 Méthodes

Comment calculer les puissances d’une matrice ?

1. En calculant ses premieres puissances pour conjecturer une formule puis la montrer par récurrence.
2. Décomposer la matrice en A + B si A et B commutent et que vous savez calculer A* et B¥ pour tout .
3. Sila matrice M = PDP~! avec D diagonale et P inversible, alors MP = PDPP~!

/" Comment calculer I’inverse d’une matrice ?
1. Connaitre la formule pour les matrices de taille 2 x 2.

2. Imaginer ce que pourrait étre 'inverse de A et le multiplier par A pour voir si cela vaut I,.

3. Effectuer des opérations simultanément sur les lignes de A et I,, de facon a transformer A en I, (en échelon-
nant la matrice). Si cela est possible, alors A est inversible et en transformant A en I,,, on a transformé I,
en A~1. Si en échelonnant, on obtient une ligne remplie de 0, alors cela montre que A n’est pas inversible.

4. Résoudre AX =Y pour Y une matrice colonne quelconque.
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