Q) Chapitre 13
Espaces vectoriels de dimension finie

Objectifs :
e Domnner une définition consistante de la dimension d’un espace vectoriel.
e Etablir des théorémes simplifiant le travail pour montrer qu’une famille est une base ou pour montrer que deux
sous-espaces vectoriels sont supplémentaires etc.
Prérequis :
e Ensembles et applications
e Systeémes linéaires
e Matrices
e Polynémes
e Espaces vectoriels

Attention : utiliser un lecteur de pdf adapté

Ce polycopié contient plusieurs animations, il est donc conseillé d’utiliser un lecteur de pdf capable de lire les
animations (comme Adobe Reader, Foxit PDF Reader, Okular ou autres).
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Dans tout ce chapitre, K = R ou C, F est un K-espace vectoriel différent de {Og}. Pour # = (ey,ea,...,e,) une famille
de vecteurs de E, on note |.#| son cardinal : |.Z| = n.

1 Construction de la théorie de la dimension finie

Remarque 1. La dimension n’est pas égale au nombre d’éléments de F, car E est un ensemble infini.

=
Déﬁnition d’un espace vectoriel de dimension finie

On dit que F est un espace vectoriel de dimension finie si E posséde une famille génératrice (finie).
Sinon, on dit que F est un espace vectoriel de dimension infinie.

Lemme 1. Soient £ une famille libre de F et z € E. Alors, £ U () est libre si et seulement si « ¢ vect(.Z).

Lemme 2. Si ¢4 engendre E et ¢4’ est une famille telle que ¥ < vect(¥’), alors ¢’ engendre aussi E.

Remarque 2. Gréice au théoréme de la base incompléte ou & celui de la base extraite, il s’ensuit qu'un EV de dimension
finie posséde au moins une base (il n’y a pas unicité des bases).

Lemme 3. Si ¢ est une famille génératrice de E et £ une famille libre, alors |.Z| < |¥].

Déﬁnition de la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie
| Soient E un K-EV de dimension finie et % une base de E. On définit la dimension de E, par dim(E) = | 4.

Remarque 3. La dimension d’un espace vectoriel F s’interpréte comme le nombre de degrés de liberté de E.
Si E = {0g}, on pose dim(E) = 0, si E n’est pas de dimension finie, on dit que la dimension de E est infinie.
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&Attention a la dimension de deux espaces vectoriels

< La dimension de .#,(R) est n? (et non n), de méme attention & la dimension de R,,[X].

Exemple 1. Soit F' = {(m, y,2,t) e R | {m T2tz 0 } Déterminer une base de F' et en déduire dim(F").

2 —t = 0

| Soit E un K-EV de dimension fine. Si ., %, ¢ sont respectivement libre, base, et génératrice alors || < |4| < |9

L/ o . . .
(‘ Proposition n°1 : comparaison entre les cardinaux )

Exemple 2. Si E est de dimension n, alors toute famille de n + 1 vecteurs (ou plus) est liée.

iJ Proposition n°2 : caractérisation des bases avec le cardinal
Soient E un K-EV de dimension finie, et .# une famille finie de vecteurs de E telle que |.#| = dim(E). Alors,

Z est une base de E ssi % est une famille génératrice de E ssi .% est une famille libre.

Exemple 3. 1. Montrer que £ = ((1,1,0),(2,1,0),(5,1,1)) est une base de R3.
2. Soit ((1,1,1),(2,1,3),(3,2,4),(—1,0,3)) extraire de cette famille une base de R3.

3. Soit (Ig, <(2) (1]>>, compléter cette famille libre en une base de .#5(R).

iJ Proposition n° 3 : bases de K,,[ X]
| Si%= (P, P,...,P,) e K[X]""" telle que pour tout i € [0;n], d°P; = i, alors % est une base de K, [X].

* Théoréme n° 4 : formule de Taylor pour les polynémes A
Soit P = Y cx X* e K,[X] et a € K, alors P=73 T(X—a)k
k=0 k=0 :
- P®)(0)
En particulier, pour a = 0, pour tout k€ [0;n]], ¢x = i )

2 Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie

2.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel et supplémentaires

&J Proposition n°4 : dimension d’un sous-espace vectoriel
Soient £ un EV de dimension finie et F' un SEV de E, alors :

\l 1. F est de dimension finie 2. dim(F) < dim(E) 3. E=F < dim(F) = dim(F)

Exemples de sous-espaces particuliers

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n. Soit F' un sous-espace vectoriel de FE :
e Si dim(F) = 1, alors on appelle F une droite (vectorielle) de E.
e Si dim(F) = 2, alors on appelle F' un plan (vectoriel) de E.

\ e Si dim(F) =n — 1, alors on appelle F' un hyperplan de E.
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Exemples 4. e SiE=R3et F={(r,y,2) e R} z+y— 2z =0}, donner dim(F).
e Montrer que €*([a;b],R), €°([a;b],R), Z([a;b],R) pour a < b, sont de dimension infinie.

iJ Proposition n°5 : en dimension finie, les supplémentaires existent
| Soit F un SEV de E (un K-EV de dimension finie), alors il existe un supplémentaire de F dans E.

—/

iJ Proposition n° 6 : dimension de la somme directe
Soient F' et G deux SEV de dimension finie de E en somme directe, alors F' @ G est de dimension finie et

dim(F & G) = dim(F) + dim(G)

Exemple 5. Si F' = vect((1,2)) et G = vect((1,3)) que vaut F + G ?

Exemple 6. Dans .#>(R), si F = vect(Iy + Es2, E1.1) et G = vect(I2, 1 2) que vaut dim(F + G)?

Exemples 7. Proposer des supplémentaires de F' = vect((1,0)) dans E = R2. Idem pour E = R3 et F = vect((1,0,0)).

2.2 Rang d’une famille de vecteurs

Déﬁnition du rang d’une famille finie de vecteurs
| Soit .# une famille finie de vecteurs de E, on appelle rang de .% : rg(%) = dim(vect(.%))

Attention a ne pas confondre dimension, rang et cardinaux

< La dimension c’est pour les EV. Le rang et les cardinaux sont pour les familles finies de vecteurs.
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VAN

8@-88 E].. ..-.. E]..

(a) Exemple d’un supplémen- (b) Exemple d’un autre supplé-
taire de F dans R2. mentaire de F' dans R2.

FIGURE 1 — Supplémentaires de F = vect((1,0)) dans R?. Il y a existence des supplémentaires mais pas unicité.

Exemple 8. Soit £ = R? notons e; = (1,1,1), es = (2,1,1) et e3 = (4, 3, 3). Former des phrases justes utilisant les mots
dimension, rang et cardinaux et (eg, eq, e3).

iJ Proposition n° 7 : propriétés du rang
Soient £ un EV de dimension finie n et & = (e, e2,...,¢,) une famille de vecteurs de E. Alors :
1. rg(:#) < min(p,n). 2. 7 engendre E SSIrg(#) =n. 3. .F est libre SSI rg(.%) = p.
4. Soit i€ [[1;p], sie; € vect(F\(e;)) alors rg(F) = rg(F\(e:)).
5. rg(:#) est le nombre maximum de vecteurs de .# linéairement indépendants.

Exemple 9. Calculer le rang de (Py, Py, P3, Py, P5), avec P = X2, Po = X2 +1, Py =5X2+1, P, = P, Ps = 2P,
3 Espace vectoriel produit

Déﬁnition du produit d’espaces vectoriels
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. Considérons ’ensemble G = E x F muni des deux opérations :
{ GxG — G { KxG@ —G
: et -
((e; ), (e, f) — (e + €, f+ [) (A (e, ) — (X, Af)

On vérifie que G = E x F est un espace vectoriel appelé espace vectoriel produit de F et F.

Exemple 10. Prenons G = #>(R) x R[X]. Soient z = (M,P) € G ou M € #(R) et P € R[X], y = (V,Q) € G,
alors x +y = (M + N, P + Q).

iJ Proposition n° 8 : dimension du produit d’espaces vectoriels
Si E et F sont deux K-EV de dimension finie, alors E' x F' est aussi un EV de dimension finie et

dim(E x F) = dim(FE) + dim(F)

4 Méthodes

Comment montrer qu’un espace vectoriel est de dimension finie ?

M1 On trouve une famille génératrice.
M2 On montre qu’il est inclus dans un autre espace vectoriel de dim finie.
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/" Comment montrer que F et G sont supplémentaire en dimension finie ?

Souvent, on montre que F' n G = {0g} et que dim(F) = dim(F) + dim(G).

Comment montrer que F et G deux sous-espaces vectoriels sont égaux ?
Montrer dim(F') = dim(G) et F' < G.

Comment calculer la dimension d’un espace vectoriel ?
M1 Compter le nombre d’éléments dans une de ses bases.
M2 Formule de Grassmann (si ¢a parle de F'n G ou F + G)

/’Comment montrer que % est une base de E en dimension finie ?

Souvent en dimension finie, on montre que Z est libre, puis on vérifie que |#4| = dim(FE)

Comment construire une base de E 7

M1 Si on a une famille libre, rajouter petit-a-petit des vecteurs de fagon a rester libre. Deés que la famille a
dim(FE) d’éléments, on a une base.

M2 Si on a une famille génératrice, retirer petit-a-petit des vecteurs de fagon a rester génératrice. Dés que
la famille a dim(E) d’éléments, on a une base.

Comment trouver une base de F + G ?

Prendre une base de F' une base de G, alors I'union des deux est génératrice, puis extraire de cette famille
génératrice une base.

Comment calculer le rang d’une famille de vecteurs ?
Pour calculer rg (eq, es, ..., e,) retirer un vecteur de la famille s’il est combinaison linéaire des autres. Puis conti-
nuer tant qu’on trouve des vecteurs que ’on peut exprimer comme combinaison linéaire des autres. S’arréter, des
qu’on obtient une famille libre, le rang est alors égal au nombre de vecteurs qui restent.

Comment construire un supplémentaire de F un SEV de E?

Si Z# est une base de F, complétez cette famille libre en une base de E, poser G 1’espace vectoriel engendré par

les vecteurs utilisés pour compléter % en une base de E. La preuve de la proposition 5 montre que G est un
supplémentaire de F' dans E.
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