Qy Chapitre 15

Applications linéaires

Prérequis indispensables de ce chapitre :

Systemes linéaires
Matrices
Polynomes
Espaces vectoriels
e Espaces vectoriels de dimension finie
Objectifs :

e Définir les applications linéaires (des fonctions particuliéres qui vont d’un espace vectoriel & un autre)

e Etude d’applications linéaires particulires

Ensembles et applications : image d’un ensemble, image réciproque d’un ensemble, injectivité, surjectivité, bijectivité

Les applications linéaires sont le chalnon manquant pour comprendre le lien entre espaces vectoriels de dimension finie et

matrices.
Table des matieres

1 Généralités
1.1 Définitions et premieres propriétés . . . ... ...
1.2 Applications linéaires et sous-espaces vectoriels . .

2 Endomorphismes
2.1 Homothéties. . . . . . ... .. .. L.
2.2 Projections . . . . .. ... o
2.3 Symétries . . . ...

3 Applications linéaires en dimension finie
3.1 Applications linéaires, familles génératrices et bases
3.2 Rang d’une application linéaire . . . . . ... . ..
3.3 Théoréeme durang . .. ... ... .. .. .....

4 Equations linéaires, formes linéaires et hyperplan

10

11



Dans tout ce chapitre, sauf indication contraire, K = R ou C et E et F', G trois K-espaces vectoriels.
1 Généralités
1.1 Définitions et premieres propriétés

Déﬁnition d’une application linéaire
1. Une fonction u: E — F est dite linéaire si V(z,2',\) € E? x A e K u(Ax + ') = du(z) + u(z’)
2. On note Z(E, F) lensemble des applications linéaires de F dans F.
3. SiE=Fet fe Z(E,E), f est appelée endomorphisme de E. On note ¥ (F) = Z(E, E).
4. Si f e Z(E,K) alors f est appelée forme linéaire sur E. On note E* = Z(E,K).

Exemple 1. 1. Soient £ = F =R et f: z —> 3z, f est linéaire de R dans R.
2. f:(z,y) — (z,2 + y,z — y) est linéaire de R? dans R3.

b
3. : fr J f est une forme linéaire sur €°([a;b],R).

, est un endomorphisme.
f — f
5. f: A—— AT est un endomorphisme de ., (K).

6. f: (x1,%2,...,2,) —> 2, x) est une forme linéaire sur R™.
k=1

N {‘5”([0;1]71@ — ¢*([0;1],R)

Remarque 1. Siue Z(E, F), alors u(0g) = Op, pour tout (z,2') € E% et A € K, u(z+2') = u(z) +u(2'), u(A\r) = Iu(zx),
et pour tout (z1,22,...,2,) € E™ et (A1, A2,...,A\p) € K" u ( > )\kek) = > Mgu(er).
k=1 k=1

iJ Proposition n°1 : opérations sur les applications linéaires
. I’ensemble .Z(F, F) est un sous-espace vectoriel de % (E, F).

(
. Sife XEF), ge Z(F,QG), alors gofeX4(E,Q) et VAeK (Ag)of=Agof)=go(Af).
. Si fe Z(E,F), (g9,h) € Z(F,G)?, alors (g+h)of=gof+hof.
. Si(g,h)e L(E,F)? et fe Z(F,G), alors fo(g+h)=fog+foh

N

1.2 Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

7_-'J Théoréme n° 1 : image directe et réciproque d’un SEV par une fonction linéaire
Soit f e Z(E,F). Soit A un sous-espace vectoriel de E et B un sous-espace vectoriel de F.

1. L’ensemble f(A) est un SEV de F. 2. L’ensemble f~1(B) est un SEV de E.

Déﬁnition du noyau et de ’image
Soit f e Z(E,F).
1. On appelle image de f ’ensemble de F' : Im(f)=f(E)={yeF|Ixe E y=f(x)}
2. On appelle noyau de f l'ensemble de E : Ker(f) = f71({0r}) = {z € E| f(z) = 0F}
Alors Ker(f) est un SEV de E et Im(f) est un SEV de F.
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R2 N R'?’
Exemple 2. Soit f: { . Déterminer dim(Ker(f)) et dim(Im(f)).
(.’E,y) — ((t,.’[ +y,:c—y)
Remarque 2. Ce résultat donne une nouvelle méthode pour montrer qu’un ensemble est un sous-espace vectoriel.
Exemple 3. FF = {PeK[X]|P(0) =0} et G = {f € €*(R,R) | f” + f = 0} sont des espaces vectoriels.

Remarque 3. Si f € Z(FE) et A€ K, alors Ker(f — Mldg) = {z € E| f(z) = \z}.

iJ Proposition n° 2 : caractérisation de l’injectivité/surjectivité des applications linéaires
Soit f e Z(E,F).

1. f est surjective ssi Im(f) = F. 2. f est injective ssi Ker(f) = {0g}.

Exemple 4. La fonction f: P+—— P’ € Z(K[X]) est-elle injective ?

)
Déﬁnition d’isomorphisme, automorphisme et du groupe linéaire

e Si fe Z(F) est bijective, on dit que f est un automorphisme de E.

‘ e Si fe Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E sur F et que F et F sont isomorphes.
e On appelle groupe linéaire, noté GL(F) I’ensemble des automorphismes de E.

iJ Proposition n°® 3 : composition et inverse d’ isomorphismes

Soient f e Z(FE,F) et g £(F,G) deux isomorphismes :
e go f est un isomorphisme de E dans G et f~'o g~
e 7! est un isomorphisme de F dans F.

1 est sa bijection réciproque.

2 Endomorphismes

('_*J Proposition n° 4 : propriétés des endomorphismes )
Soit (f,g,h) € Z(E)3.
1. Idg € Z(FE) 4. SineN, f"=fo...ofe X(E)
—
. n fois
2. SiAeK, A\f+ge L(E)et gofe L(E) par convention f0 = Id;
\_ 3. foldg=Idgof=f 5. fo(goh)=(fog)oh. Y,
(3 Proposition 175 - .,, N
roposition n°5 : propriétés de GL(E)
Soit (f,g) e GL(E)?, ke Z
1. Idg € GL(E) 3. f~1e GL(E). 5. fF=(fH*eGLE)sikeZ .
\_ 2. foge GL(E) 4. fFe GL(E)sikeN Y,

2.1 Homothéties

o
Déﬁnition d’une homothétie

EFE— F
Pour ) € K, 'application A\ldg: { \ est appelée homothétie de E de rapport A.
T — Ax
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FIGURE 1 — Homothétie de rapport 2 dans le plan réel.

iJ Proposition n° 6 : propriétés des homothéties

1. Toute homothétie de E est un endomorphisme de E.

2. La somme/composée de deux homothéties est une homothétie de rapport la somme/le produit des rapports.
3. Si A # 0, 'homothétie de rapport A est un automorphisme de E, son inverse est ’homothétie de rapport 1/A.
4

. Les homothéties de E commutent avec tous les endomorphismes de F.

Remarque 4. Réciproquement, si f € Z(E) commute avec tous les endomorphismes de E, alors f est une homothétie
(hors programme).

2.2 Projections

I
Déﬁnition de la projection sur un SEV paralléelement a un supplémentaire

Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels de F supplémentaires dans E : F®G=F
Vre FE Wep,2g) e Fx G x=2xp+z¢

F—F

On appelle projection/projecteur sur F parallélement a G (ou de direction G) Papplication p& = pp: { .
r —> Ip

G
G

(@) pr(z) =zp (b) sp(z) =zp —z¢

FIGURE 2 — Projection sur F' parallelement a G et symétrie par rapport a F' parallelement a G.

Exemple 5. Quelle est la projection sur %, (R) parallelement a <7, (R) ?

K&Attention aux projections )

§ Contrairement & la physique/SI, la projection n’est pas forcément orthogonale (le cas orthogonal sera vu apres).
S De plus, la projection d’un vecteur est un vecteur !

(’_‘J Proposition n° 7 : propriétés des projections A
Supposons E = F @ G, notons pg et pg les projections associées.
1. pre Z(E) 3. Idg = pr + pc 5. Ker(pr) =G
\_ 2. propr = pr 4. propa = 0g(p) 6. Ker(pr —Idg) = Im(pr) = F )
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Remarque 5. En particulier, Ker(pr) ® Im(pr) = E.

iJ Proposition n° 8 : caractérisation des projections
Soit p € Z(F). Sont équivalents :
1. pop=np.
2. E =Im(p) ®Ker(p), et p est la projection sur Im(p) parallelement & Ker(p).

Comment montrer qu’une application est une projection ?

Pour vérifier que p est une projection, on vérifie qu’elle est linéaire et que p o p = p (pour cela, on calcule p(p(x))
pour z € E). En calculant Im(p) et Ker(p), on saura sur quoi on projette et parallélement & quoi.

R2 — R2
Exemple 6. Montrer que p: z+y x4y, estuneprojection et donner la somme directe associée.
(@,y) — (5= —;

2.3 Symétries

-
Déﬁnition d’une symétrie

Supposons E = F @ G : pour tout x € E, il existe un unique (xp,zg) € F x G tel que z = g + xg. On appelle
EFE— F

symétrie par rapport a F' parallelement a G I'application Sg = Sp:
T — TF —ITg

'_-'J Proposition n°9 : propriétés des symétries
Supposons E = F @ G, notons sg et sg les symétries associées.
1. sp =2pr —Idg 3. sSp = —Sag 5. sposqg =—Idg 7. Ker(sF+IdE)=G
2. SFGX(E) 4. SFOSFZIdE 6. KeI‘(SF—IdE)ZF

Remarque 6. En particulier, Ker(sp — Idg) @ Ker(sp + Idg) = F

iJ Proposition n° 10 : caractérisation des symétries
Soit s € Z(FE), sont équivalents :

1. sos=1dg.

2. E =Ker(s—Idg)®Ker(s+Idg) et s est la symétrie par rapport a Ker(s—Idg) parallelement a Ker(s+1Idg).

Exemple 7. Soit s: . Montrer que s est une symétrie et donner la somme directe associée.
M — MT

3 Applications linéaires en dimension finie

3.1 Applications linéaires, familles génératrices et bases

I
Déﬁnition de I’image d’une famille finie de vecteurs

| Soient .Z = (e, e, ..

., €p) une famille de FE et u € Z(E, F). On appelle image de la famille .# par v la famille
de vecteurs de F' : u(.%) =

(u(er), ..., u(ep))-
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iJ Proposition n° 11 : ’image d’une famille libre par une fonction linéaire injective
| Soient u e Z(E, F) injective et £ une famille libre de E. Alors, u(£) est une famille libre de F.

On suppose maintenant que F est de dimension finie.

ﬁ Proposition n° 12 : famille génératrice de I’image d’une application linéaire
Siue Z(E,F) et 9 = (91,92, --,9n) engendre E. Alors, Im(u) = vect(u(¥)) = vect(u(g1), ..., ulgn)).
De plus, si u est surjective, alors, u(¥¢) est une famille génératrice de F (F est alors aussi de dimension finie).

) K,[X] — K,-1[X] ) ] o o
Exemple 8. Soit u: P . , déterminer Im(u), en déduire que u est surjective.

iJ Théoréme n° 2 : un isomorphisme transforme une base en base
Soient u € Z(E, F) et % une base de E. Sont équivalents :

1. w est un isomorphisme 2. u(Z) est un base de F.
Alors, F est de dimension finie et dim(F') = dim(FE).

Remarque 7. Ce résultat sert a déterminer la dimension d’un espace vectoriel.

L/ ’ . . . ’, . BN ’, . ’ .
‘ Théoréme n° 3 : une fonction linéaire est entiérement caractérisée par I’image d’une base

Soient & = (ey,es,...,e,) une base de E et F = (f1, fa,..., fn) une famille de F. Alors il existe une unique
application u: E — F linéaire telle que pour tout i € [1;n [, u(e;) = f;.

Comment montrer que deux applications linéaires sont égales ?
Soient (f,g) € Z(E,F)?, % = (e1,€ea,...,e,) une base de E. Si pour tout i € [1;n]], f(e;) = g(e;), alors f = g.

Remarque 8. Si E et F sont de dimension finies et dim(E) = dim(F), alors E et F' sont isomorphes.

iJ Proposition n° 13 : dimension de Z(E, F)
| Si E et F sont deux EV de dim finie, alors .Z(E, F) est de dimension finie et dim(.Z(E, F)) = dim(E) x dim(F).

iJ Proposition n° 14 : une application est entierement caractérisée sur deux SEV supplémentaires

Si E = F; @ E> ou Ey et By sont des SEV de E et que u; € ZL(E1, F), us € £ (FEs, F), alors il existe une unique
application u € Z(E, F') tel que ujp, = uy et ug, = ua.

3.2 Rang d’une application linéaire

Déﬁnition

| On appelle rang de u € Z(E, F) la dimension de son image, on note rg(u) = dim(Im(u)).
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Exemple 9. Le rang d’une application linéaire est nul si et seulement si la fonction est nulle.

R™ — R?
Exemple 10. Soit u: . Que vaut rg(u) ?
(xlvxZa ce 7xn) [ (mhxl)

iJ Proposition n° 15 : propriétés du rang

Soit u e L (E, F).
o Si B = (e1,ea,...,e,) est une base de F alors rg(u) = rg(u(A)) = rg(uler), u(ea),. .., ulen)).
e Si E et F sont de dimension finie alors rg(u) < min(dim(F), dim(FE)).

Comment déterminer le rang d’une application linéaire ?

Siue Z(E,F) et quon connait # = (eq,ea,...,e,) une base de E, calculer rg(u) = rg(u(er), u(ez),. .., u(e,))

Exemple 11. Quel est le rang de f: (x,y) — (v, + y,x —y) ?

iJ Proposition n° 16 : rang et composition d’applications linéaires
Soient E et F de dimension finie, f € Z(E,F) et g € Z(F,G).

1. rg(go f) < min(rg(f),rg(g)) 3. Si f est un isomorphisme, alors rg(g o f) = rg(g)
2. Si g est un isomorphisme, alors rg(g o f) = rg(f)

3.3 Théoréme du rang

' Théoréme n° 4 : (version géométrique) du rang )
Soit f € Z(E, F), si S est un supplémentaire de Ker(f) dans F , alors f induit un isomorphisme de S sur Im( f )'j

(iJ Théoréme n° 5 du rang )

| Soient E de dimension finie et f € Z(E, F). Alors dim(FE) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)))
R" — R2
Exemple 12. Soit u: . Quelle est la dimension du noyau de Ker(u) ?
X1,Ta,. .., Tn) — (T1,21

Attention la somme des dimension ne caractérise pas le fait d’étre supplémentaires

< Le théoréme du rang ne dit pas que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

iJ Théoréme n° 6 : caractérisation de la bijectivité en méme dimension finie
Soient E et F' sont de dimension finie avec dim(F) = dim(F) et f € Z(E, F). Sont équivalents :

1. f est injective de E dans F. 2. f est surjective de E dans F. 3. f est bijective de E dans F'.
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Remarque 9. F = F de dimension finie est un cas particulier courant de cette situation.

R — RS
Exemple 13. Montrer que f: est un automorphisme de R3.
(z,y,2) — (Y + 2,z +z,2+7y)

Remarque 10. Si f € Z(E, F) avec E et F de dimension finie, alors f est surjective ssi rg(f) = dim(F) et f est injective
ssi rg(f) = dim(FE).

ij Proposition n° 17 : inversible a droite ou a gauche implique inversible pour un endomorphisme
Soit f € Z(F) ou E est un EV de dimension finie.
e S’il existe g € Z(E) tel que f o g = Idg alors f est un automorphisme et f~! = g.
e S'il existe g € Z(FE) tel que go f = Idg alors f est un automorphisme et f~1 = g.

4 Equations linéaires, formes linéaires et hyperplan

<>
Deﬁnltlon d’une équation linéaire

| Soit ue Z(E,F) et be F, on appelle équation linéaire ’équation u(z) = b d’inconnue z € E.

iJ Proposition n° 18 : structure des solutions des équations linéaires
Soit ue L(E,F)etbe F.
1. Si b ¢ Im(u), alors ensemble des solutions de I’équation u(x) = b est I’ensemble vide.

2. SibeIm(u), il existe g € F tel que b = u(x) et 'ensemble des solutions de u(x) = b est z¢ + Ker(u).

Exemples : retour sur quelques équations linéaires R
| L. Systeme linéaire. 3. Equation différentielle linéaire d’ordre 2
\_ 2. Equation différentielle linéaire d’ordre 1 4. Suite arithmético-géométrique y,
('_‘J Proposition n° 19 : caractérisation des hyperplans A
Soit H un sous-espace vectoriel de E un espace vectoriel de dimension finie. Sont équivalents :
1. H est un hyperplan.
2. H # E et pour tout g € E\H, F = vect(xg) ® H.
\_ 3. Il existe p € Z(E,K) telle que H = Ker ¢ et ¢ est une forme linéaire non nulle. )

iJ Proposition n° 20 : équation d’un hyperplan de K"

Si H < K™, H est un hyperplan ssi il existe (a1, as, ..., a,) € K"\{Ogn}, H = {(whmg, o xn) €KY apxy = 0}
k=1
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