
Espaces Préhilbertiens réels
Chapitre 22

Le but de ce chapitre est d’étudier les produits scalaires dans des espaces vectoriels quelconques, contrairement à la
physique ou à la SI où vous êtes habitués à utiliser un produit scalaire dans R2 ou dans R3.
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Dans tout ce chapitre E est un R-espace vectoriel, F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E.

1 Produit scalaire et norme associée

On dit que φ : E ˆ E ÝÑ R (on note souvent xx, yy “ px|yq “ x ¨ y “ φpx, yq) est un produit scalaire sur E si φ est
‚ symétrique si pour tout px, yq P E2, φpx, yq “ φpy, xq

‚ bilinéaire si pour tout x P E, y ÞÝÑ φpx, yq est linéaire, pour tout y P E, x ÞÝÑ φpx, yq est linéaire.
‚ positive si pour tout x P E, φpx, xq ě 0
‚ définie si pour tout x P E, φpx, xq “ 0 ùñ x “ 0E

pE, φq est appelé préhilbertien réel. Si E est de dimension finie alors pE, φq est appelé espace euclidien.

Définition d’un produit scalaire, d’un espace préhilbertien réel et d’un espace euclidien

‚ pX, Y q ÞÝÑ XJY “
n
ř

i“1
xiyi est un produit scalaire (dit usuel) sur Mn,1pRq “ Rn.

‚ pf, gq ÞÝÑ

ż b

a

fg est un produit scalaire sur C 0pr a ; b s ,Rq (où a ă b).

‚ pA, Bq ÞÝÑ
ř

1ďiďn
1ďjďp

ai,jbi,j “ trpABJq est un produit scalaire (dit usuel) sur Mn,ppRq.

Exemples à connaître de produits scalaires usuels sur les espaces usuels

Exemples 1. ‚ pP, Qq ÞÑ

ż π{2

0
P ptqQptq sinptq dt est un produit scalaire sur RrXs.

‚ pX, Y q ÞÑ cov(X,Y) est une forme symétrique, bilinéaire et positive.

L’application } } :
#

E ÝÑ R

x ÞÝÑ
a

xx, xy
est appelée norme associée au produit scalaire. Ainsi, }x}2 “ xx, xy.

Définition de la norme associée au produit scalaire

À partir de maintenant, pE, x , yq désigne un préhilbertien réel et } } est la norme associée à E.

Pour tout px, yq P E2 et px1, x2, . . . , xnq P En et λ P R :
}x} ě 0 et }λx} “ |λ| ˆ }x}1. }x} “ 0 ùñ x “ 0E2.

}x ` y}2 “ }x}2 ` 2 xx, yy ` }y}23.
›

›

›

›

n
ř

i“1
xi

›

›

›

›

2
“

n
ř

i“1
}xi}

2 ` 2 ˆ
ř

1ďiăjďn

xxi, xjy4.

xx, yy “
1
2 p}x ` y}2 ´ }x}2 ´ }y}2q (formule de polarisation)5.

Proposition no 1 : propriétés de la norme associée à un produit scalaires, identité remarquable

Pour tout px, yq P E2 : xx, yy
2

ď xx, xy ˆ xy, yy et |xx, yy| ď }x} ˆ }y}

De plus, |xx, yy| “ }x} ˆ }y} ssi px, yq est liée (i.e. il existe λ P R tel que x “ λy ou y “ λx).

Théorème no 1 : inégalité de Cauchy-Schwarz

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, Cours 2

devilliers.loic@gmail.com


Remarques 1. ‚ Soit px, yq P pEzt0Euq2, }x} est la longueur du vecteur x et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
il existe θ P R, tel que cospθq “ xx, yy {p}x} ˆ }y}q, ainsi xx, yy “ }x}}y} cospθq. On dit que θ est l’angle (non orienté)
des vecteurs x et y. À partir du produit scalaire, on définit donc les notions d’angles et de longueurs.

‚ L’inégalité de Cauchy-Schwarz est vraie pour une forme bilinéaire, symétrique positive (d’après la preuve). En
revanche, le cas d’égalité a besoin du caractère «définie» du produit scalaire.

Exemples 2. ‚ Inégalité de Cauchy-Schwarz sur C 0pr a ; b s ,Rq :

@pf, gq P C 0pra, bs,Rq2

˜

ż b

a

fg

¸2

ď

˜

ż b

a

f2

¸ ˜

ż b

a

g2

¸

et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

d

ż b

a

f2 ˆ

d

ż b

a

g2

‚ Inégalité de Cauchy-Schwarz sur Rn : soient x “ px1, x2, . . . , xnq P Rn, y “ py1, y2, . . . , ynq P Rn, alors
˜

n
ÿ

i“1
xiyi

¸2

ď

˜

n
ÿ

i“1
xi

2

¸

ˆ

˜

n
ÿ

i“1
yi

2

¸

et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1
xiyi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

g

f

f

e

n
ÿ

i“1
xi

2 ˆ

g

f

f

e

n
ÿ

i“1
yi

2

‚ Inégalité de Cauchy-Schwarz pour des variables aléatoires : soient X : Ω Ñ R et Y : Ω Ñ R, alors |covpX, Y q| ď
a

VpXq
a

V pY q “ σpXqσpY q

Pour tout px, yq P E2 }x ` y} ď }x} ` }y}

De plus : @px, yq P E2 }x ` y} “ }x} ` }y} ðñ Dλ ě 0 x “ λy ou y “ λx

Proposition no 2 : inégalité triangulaire et cas d’égalité

2 Orthogonalité

2.1 Vecteurs orthogonaux, famille orthogonale, SEVs orthogonaux, orthogonal d’un SEV

On dit que x et y sont orthogonaux si xx, yy “ 0, dans ce cas on note x K y.
On dit que F “ pxiqiPI , une famille de vecteurs de E, est orthogonale si les vecteurs de F sont deux à deux
orthogonaux, autrement dit si : @pi, jq P I2 i ‰ j ùñ xxi, xjy “ 0

Définition de l’orthogonalité et d’une famille orthogonale

Exemples 3. ‚ Le vecteur nul est orthogonal à tous les vecteurs de E (y compris à lui même).
‚ Muni du produit scalaire usuel de R3, p1, 3, 1q et p0, 1, ´3q sont orthogonaux.

Si px1, x2, . . . , xpq est une famille orthogonale finie de E, alors :
›

›

›

›

p
ř

i“1
xi

›

›

›

›

2
“

p
ř

i“1
}xi}

2.

Théorème no 2 de Pythagore (le logo colle au théorème pour une fois)

Remarque 2. La réciproque est fausse (sauf si p “ 2). Prendre x “ p1, 0, 0q, y “ p1, 1, 0q, z “ p´1, 1, 0q dans R3.

Soit F une famille orthogonale de E ne contenant pas le vecteur nul, alors F est libre.
Proposition no 3 : liberté d’une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul

On dit que F et G sont orthogonaux si pour tout pf, gq P F ˆ G, xf, gy “ 0 (on note F K G dans ce cas).

Définition de sous-espaces orthogonaux
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Remarque 3. Si F K G, alors F ‘G. Si px1, x2, . . . , xnq est une famille orthogonale, alors vectpx1, . . . , xpq K vectpxp`1, . . . , xnq.

Soit X une partie de E. L’orthogonal de X est l’ensemble des vecteurs orthogonaux à tous les éléments de X :
XK “ ty P E @x P X xy, xy “ 0u

Définition de l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Exemple 4. Dans R3 muni du produit scalaire usuel, si X “ tp1, 0, 0qu que vaut XK et dans le cas où X “ tp1, 0, 0q, p0, 1, 0qu ?

Remarque 4. Il ne faut pas confondre le fait que deux SEV soient orthogonaux avec l’orthogonal d’un SEV : si F K G
cela ne veut pas dire que G “ F K. Cependant, F K G ssi G Ă F K.

Soit X Ă E et F et G deux sev de E.
XK est un SEV de E1. F K F K2. F ‘ F K3. F Ă pF KqK4.
EK “ t0Eu5. t0EuK “ E6. F Ă GùñGK Ă F K7.

Proposition no 4 : propriétés de l’orthogonal

Si E est de dimension infinie, l’inclusion 4. peut être stricte.
Attention à la dimension infinie

2.2 Famille orthonormées/orthonormales, algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Un vecteur x P E est dit unitaire si xx, xy “ 1 (c’est équivalent à }x} “ 1).
Une famille F “ px1, x2, . . . , xpq orthogonale de vecteurs unitaires de E est dite orthonormée (ou orthonormale) :
@pi, jq P rr 1 ; p ss2 xxi, xjy “ δi,j

Définition d’une famille orthonormée (ou orthonormale)

Exemple 5. Pour les produits scalaires usuels, les bases canoniques de Rn, Mp,npRq sont orthonormées.

Soit B “ pf1, f2, . . . , frq une base de F . Construisons par étapes B1 “ pg1, g2, . . . , grq une base orthonormée de F
telle que pour tout q P rr 1 ; r ss, vect pf1, f2, . . . , fqq “ vect pg1, g2, . . . , gqq :

1. Posons g1 “ f1{}f1}.
2. Posons u “ f2 ´ xf2, g1y g1, puis g2 “ u{}u}.
3. Posons u “ f3 ´ xf3, g1y g1 ´ xf3, g2y g2 puis g3 “ u{}u}.
...

q. À pg1, g2, . . . , gq´1q déjà créée, posons u “ fq ´
q´1
ř

i“1
xfq, giy gi puis gq “

u

}u}
.

...

Comment obtenir des bases orthonormées ? Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Remarques 5. ‚ Il n’y a pas unicité d’une telle famille, car à chaque étape, on peut poser gq “ ˘u{}u}.
‚ Il y a unicité si on rajoute la condition : «pour tout q P rr 1 ; r ss, xgq, fqy ą 0.

‚ Comme u “ fq ´
q´1
ř

i“1
xfq, giy gi, alors }u}2 “ }fq}2 ´

q´1
ř

i“1
xfq, giy

2 et gq “ pfq ´
q´1
ř

i“1
xfq, giy giq{}u}

Exemple 6. Appliquer Gram-Schmidt à F “ pf1, f2, f3q dans R4 muni du produit scalaire usuel avec f1 “ p1, 1, 0, 0q,
f2 “ p0, 1, 1, 0q et f3 “ p0, 1, 1, 1q.
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f1
f2

f3

g1

g2

g3

Figure 1 – Principe de Gram-Schmidt : g1 est unitaire et proportionnel à f1, g2 est unitaire et appartient au plan défini
par f1 et f2, g3 est unitaire et appartenant à l’espace engendré par f1, f2 et f3.

3 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

Remarque 6. Soient F “ vect pf1, f2, . . . , frq et x P E : x P F K ðñ @i P rr 1 ; r ss x K fi.

Si F est un SEV de dimension finie de E. Alors, E “ F ‘ F K

La projection sur F parallèlement à F K, appelé projection orthogonale, est notée pF .
En notant pg1, g2, . . . , grq une base orthonormée de F , on a pF pxq “

r
ř

i“1
xx, giy gi

Théorème no 3 : supplémentaire orthogonal

Remarque 7. Il n’y a pas unicité des supplémentaires de F . Mais il y a unicité du supplémentaire orthogonal : si
E “ F ‘ G et F K G, alors G “ F K. On dit que F K est le supplémentaire orthogonal de F .

F

pF pxq

x
x ´ pF pxq

‚

0⃗

Figure 2 – La projection orthogonale sur F du vecteur x.

Soient F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E de base pf1, f2, . . . , frq et x P E.
‚ pF pxq est l’unique vecteur de F tel que x ´ pF pxq P F K.
‚ pF pxq est l’unique vecteur de F tel que pour tout i P rr 1 ; r ss, xx ´ pF pxq, fiy “ 0

Caractérisation du projeté orthogonal avec une base (quelconque) de F

Remarque 8. On peut calculer pF pxq : en écrivant pF pxq “
r
ř

i“1
λifi et en résolvant le système d’inconnues λ1, . . . , λr.

Si F est un SEV de dimension finie de E et x P E, alors pF pxq est l’unique vecteur de F tel que

}x ´ pF pxq} “ inf
fPF

}x ´ f}

Théorème no 4 : minimisation de la distance entre un vecteur et un SEV F de dim finie
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Remarque 9. Ainsi, pF pxq est le vecteur de F le plus proche de x pour la norme. }x ´ pF pxq} est la distance entre le
vecteur x et l’espace vectoriel F . On note dpx, F q “ inf

fPF
}x ´ f} “ }x ´ pF pxq}.

Exemple 7. Si E “ RrXs calculer la distance de X2 à F “ R1rXs dans E muni du produit scalaire xP, Qy “

ż 1

0
P ptqQptqdt.

4 Spécificités des espaces euclidiens
Dans toute cette partie, on considère pE, x , yq un espace euclidien.

Il existe B une base de E orthonormée. Toute famille L orthonormée peut être complétée en une base orthonormée.
Théorème no 5 : existence de base orthonormée/théorème de la base incomplète orthonormée

Soit B “ pe1, e2, . . . , enq une base orthonormée de E. Soient px, yq P E2.Notons X “ MatBpxq et Y “ MatBpyq.
x “

n
ř

i“1
xx, eiy ei1. xx, yy “

n
ř

i“1
xx, eiy ˆ xy, eiy2. }x}2 “

n
ř

i“1
xx, eiy

23.

X “ MatBpxq “

¨

˚

˝

xx, e1y

...
xx, eny

˛

‹

‚

4. xx, yy “ XJY5. }x} “
?

XJX6.

Proposition no 5 : calculs dans une base orthonormée

Si F un sous-espace vectoriel de E, alors dim
`

F K
˘

“ dim pEq ´ dim pF q

Théorème no 6 : dimension du supplémentaire orthogonal

Remarque 10. Soient E un espace euclidien et F un sous espace vectoriel de E, alors F “ pF KqK

5 Exercice classique et méthodes

Calculer inf
pa,bqPR2

ż 1

0
pt3 ´ at ´ bq2 dt.

Exercice classique

1. Reconnaître l’EV E, le produit scalaire et le SEV de dimension finie F correspondant à la situation.
2. Faire le lien entre la question et dpx, F q où x P E et calculer la distance dpx, F q grâce au projeté orthogonal.

Méthode pour résoudre cet exercice classique

Soient F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E un préhilbertien et x P E.
1. Si on connaît la décomposition x “ f ` g où f P F et g P F K, alors f “ pF pxq.

2. Si pg1, g2, . . . , grq est une base orthonormée de F , alors pF pxq “
r
ř

k“1
xx, gky gk.

3. Si pf1, f2, . . . , frq est une base quelconque de F . Alors, pF pxq “
r
ř

k“1
λkfk, avec xx ´ pF pxq, fiy “ 0 pour tout

i P rr 1 ; n ss. On résout donc un système linéaire à r équations et r inconnues.
4. Si on connaît pF K (par une des méthodes précédentes), alors pF “ IdE ´ pF K .

Méthodes pour calculer la projection orthogonale
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