
Fonctions à deux variables
Chapitre 23

Dans ce chapitre, qui sera entièrement généralisé en deuxième année, nous allons aborder la notion de dérivée partielle
d’une fonction définie sur une partie de R2 à valeurs dans R. On considère la norme euclidienne associée au produit scalaire
usuel de R2 notée } }.
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1 Rudiment de topologie (boules ouvertes, ouverts et continuité)

On appelle boule ouverte de centre a P R2 et de rayon r ą 0, l’ensemble Bpa, rq “
␣

x P R2 tel que }a´ x} ă r
(

.

Définition d’une boule ouverte de R2

Remarque 1. ‚ Ici, c’est un disque, mais le nom de boule se généralisera l’année prochaine à d’autres dimensions.
‚ On appelle boule fermée de centre a P R2 et de rayon r ą 0, l’ensemble Bf pa, rq “

␣

x P R2 | }a´ x} ď r
(

.
‚ En tout point d’un intervalle ouvert on peut faire un petit déplacement vers la droite ou vers la gauche de façon à

rester dans cet intervalle ouvert, les boules ouvertes vérifient la même propriété. De manière générale, on appelle
ouvert tout partie dans lequel en chaque point on peut faire un petit déplacement dans toutes les directions :

Soit O Ă R2, on dit que O est un ouvert de R2 si pour tout x P O, il existe r ą 0 tel que Bpx, rq Ă O.

Définition d’un ouvert de R2

Exemple 1. Une boule ouverte est ouverte, R2 et H sont ouverts. Les boules fermés ne sont pas ouvertes.

À partir de maintenant, on va étudier des fonctions de la forme f : O Ñ R où O est un ouvert de R2.

Remarque 2. Pour px, yq P O, on a fpx, yq P R. On a ainsi une fonction à deux variables. Comme le déterminant ou le
produit scalaire, on définit alors les fonctions partielles : à y fixé, on a gy : x ÞÑ fpx, yq et à x fixé, on a dx : y ÞÑ fpx, yq.

Soit f : O Ñ R où O est un ouvert de R2, on dit que f est continue en px0, y0q P O si :

@ε ą 0 Dδ ą 0 @px, yq P O }px, yq ´ px0, y0q} ď δ ùñ |fpx, yq ´ fpx0, y0q| ď ε

On dit que f est continue sur O si f est continue en tout px0, y0q P O.

Définition de la continuité d’une fonction

‚ Si f : O Ñ R et g : O Ñ R sont continues sur O et λ P R, alors λf ` g et fg sont continues sur O
‚ Si f : O Ñ R et g : O Ñ R sont continues sur O avec g qui ne s’annule pas, alors f{g est continue sur O.
‚ Soit O1 un ouvert de R (ou de R2q, si f : O Ñ O1 et g : O1 Ñ R sont continues alors g ˝f est continue sur O.

Proposition no 1 : opérations sur les fonctions continues

Exemple 2. px, yq ÞÑ |x` iy| est continue sur R2.

Remarque 3. Si f : O Ñ R est continue, alors à y fixé, g : x ÞÑ fpx, yq est continue et à x fixé, d : y ÞÑ fpx, yq est continue.

Il est possible d’avoir x ÞÑ fpx, yq continue à y fixé, et y ÞÑ fpx, yq continue à x fixé et f non continue.

Péril imminent la réciproque est fausse

Exemple 3. On pose fpx, yq “
xy

x2 ` y2 si px, yq ‰ p0, 0q et fp0, 0q “ 0. La fonction f n’est pas continue sur R2, alors

que pour tout x P R, y ÞÑ fpx, yq est continue sur R et pour tout y P R, x ÞÑ fpx, yq est continue sur R.
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2 Dérivée partielle, dérivée suivant un vecteur et composée

‚ On dit que f admet une dérivée partielle par rapport à x au point px0, y0q P O si g : x ÞÑ fpx, y0q est
dérivable en x0, et on note Bf

Bx
px0, y0q cette dérivée : Bf

Bx
px0, y0q “ g1px0q.

‚ On dit que f admet une dérivée partielle par rapport à y au point px0, y0q P O si d : y ÞÑ fpx0, yq est dérivable
en y0, et on note Bf

By
px0, y0q cette dérivée : Bf

By
px0, y0q “ d1py0q.

Définition des dérivées partielles

Exemple 4. Calculer les dérivées partielles de la fonction f de l’exemple 3.

Contrairement, au cas des fonctions d’une variable réelle, f peut avoir des dérivées partielles sans être continue.
Attention l’existence des dérivées partielles n’implique pas la continuité

On dit que f : O Ñ R est C 1 si f a des dérivées partielles en tout point de O et si Bf

Bx
et Bf

By
sont continues sur O.

Définition d’une fonction de classe C 1 sur O

Si f est de C 1 sur O et px0, y0q P O alors : fpx0 ` h, y0 ` kq “
0
fpx0, y0q `

Bf

Bx
px0, y0qh`

Bf

By
px0, y0qk` Op}ph, kq}q

Théorème no 1 : développement limité à l’ordre 1 (admis)

Remarque 4. On dit qu’une fonction φ vérifie φph, kq “
0

Op}ph, kq}q si φph, kq
?
h2 ` k2

ÝÝÝÝÝÝÝÑ
ph,kqÑp0,0q

0.

Remarque 5. Ainsi, ph, kq ÞÑ
Bf

Bx
px0, y0qh `

Bf

By
px0, y0qk est une application linéaire qui approxime fpx0 ` h, y0 ` kq ´

fpx0, y0q quand ph, kq Ñ p0, 0q. De plus, z “ fpx0, y0q `
Bf

Bx
px0, y0qpx ´ x0q `

Bf

By
px0, y0qpy ´ y0q est l’équation du plan

tangent en px0, y0q à la surface z “ fpx, yq.

Exemple 5. Considérons px, yq ÞÑ
a

1 ´ x2 ´ y2 sur Bpp0, 0q, 1q, donner l’équation du plan tangent en p1{2, 1{2q.

Soit f est C 1 sur O. On définit le gradient de f en px0, y0q par : ∇fpx0, y0q “

ˆ

Bf

Bx
px0, y0q

Bf

By
px0, y0q

˙J

Définition du gradient

Exemple 6. Démontrer que l’application f : px, yq ÞÑ }px, yq}2 est C 1 sur R2 et calculer son gradient.

Remarque 6. Ainsi, si f est C 1 sur O, alors fpx0 ` h, y0 ` kq “ fpx0, y0q `

B

∇fpx0, y0q,

ˆ

h
k

˙F

` Op}ph, kq}q. Ainsi, le

gradient est la direction dans laquelle f croît le plus vite.

Soient d P R2ztp0, 0qu, f : O Ñ R et px0, y0q P O, alors il existe δ ą 0 tel que pour tout t P s ´δ ; δ r, px0, y0q ` td P O.
On regarde f seulement dans la direction d grâce à l’application φ : t ÞÑ fppx0, y0q ` tdq sur s ´δ ; δ r. On dit que f
admet une dérivée suivant la direction d si φ est dérivable en 0. Dans ce cas, on note Ddfpx0, y0q “ φ1p0q

Définition de la dérivée suivant un vecteur
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Soit f : O Ñ R de classe C 1 sur O et d P R2ztp0, 0qu, alors f admet une dérivée suivant le vecteur d en px0, y0q, de
plus, Ddfpx0, y0q “ x∇fpx0, y0q, dy.

Proposition no 2 : relation entre gradient et dérivée suivant un vecteur

Soit f : O Ñ R une fonction C 1 sur O et γ : t ÞÑ pxptq, yptqq une fonction de I dans O avec x et y deux fonctions
de classe C 1, alors f ˝ γ : I Ñ R est C 1 et

@t P I pf ˝ γq1ptq “
Bf

Bx
pxptq, yptqqx1ptq `

Bf

By
pxptq, yptqqy1ptq “

@

∇fpxptq, yptqq, γ1ptq
D

avec γ1ptq “ px1ptq, y1ptqq

Proposition no 3 : première règle de la chaîne

Soit px0, y0q P O, l’ensemble f´1ptfpx0, y0quq s’appelle ligne de niveau de f .

Définition d’une ligne de niveau

Remarque 7. Le gradient de f est orthogonal aux lignes de niveau de f .

Soit U et V deux intervalles ouverts de R et f : O Ñ R2, φ : U Ñ R et ψ : V Ñ R sont de classe C 1 telles que pour
tout pu, vq P U ˆ V , w “ gpu, vq “ pφpu, vq, ψpu, vqq P O, alors f ˝ g : pu, vq ÞÑ fpφpu, vq, ψpu, vqq est C 1 sur U et :

Bf ˝ g

Bu
pu, vq “

Bf

Bx
pwq

Bφ

Bu
pu, vq `

Bf

By
pwq

Bψ

Bu
pu, vq et Bf ˝ g

Bv
pu, vq “

Bf

Bx
pwq

Bφ

Bv
pu, vq `

Bf

By
pwq

Bψ

Bv
pu, vq

Proposition no 4 : seconde règle de la chaîne

Remarque 8. On pose x “ r cospθq et y “ r sinpθq, f de classe C 1 sur R2, dériver pr, θq ÞÑ fpr cospθq, r sinpθqq.

3 Extrema

Soient f : D Ñ R où D est une partie de R2 et m0 “ px0, y0q P D

1. On dit que f admet un maximum global en m0 si pour tout px, yq P D, fpx, yq ď fpm0q.
2. On dit que f admet un minimum global en m0 si pour tout px, yq P D, fpx, yq ě fpm0q.
3. On dit que f admet un maximum (resp. minimum) local en m0 s’il existe r ą 0 tel que pour tout

px, yq P D XBpm0, rq, fpx, yq ď fpm0q (resp. ě).
4. Un extremum local (resp. global) est un maximum ou un minimum local (resp. global).

Définition d’un extremum local ou global

Si f : O Ñ R est C 1 et admet un extremum local en px0, y0q alors ∇fpx0, y0q “ 0 (on dit que px0, y0q est un point
critique de f).

Théorème no 2 : condition nécessaire pour être un extremum local

Extremum implique point critique mais la réciproque est fausse.
Attention être un point critique est une condition nécessaire pour être un extremum

px, yq ÞÑ x2 ´ y2.
Exemple un point col/un point selle

Remarque 9. Une fonction dérivable f : r a ; b s Ñ R dérivable peut avoir un extremum en a (ou b) avec f 1paq ‰ 0. ceci
ne se produit pas ici, car on est sur un ouvert.
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