
Exercice : les matrices montent en puissance (et vous aussi !)

1. Le produit matriciel A ˆ B est défini que si p “ q. Dans ce cas, C “ A ˆ B P Mn,rpKq et pour tout

pi, jq P rr 1 ; n ss ˆ rr 1 ; r ss, Ci,j “
p
ř

k“1
Ai,kBk,j .

2. Soient pA, Bq P MnpKq2. Si AB “ BA, alors pour tout p P N, pA ` Bqp “
p
ř

k“0

`

p
k

˘

AkBp´k.

3. Remarquons que E1,2 ˆ E1,2 “ 02. Dès lors, pour tout entier k ě 2, E1,2
k “ 02. De plus, remarquons

que pxI2q ˆ E1,2 “ xE1,2 “ E1,2 ˆ pxI2q. On peut appliquer la formule du binôme de Newton : pour
n P N :

T n “ pxI2 ` E1,2qn “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

pE1,2qkpxI2qn´k “

1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xn´kpE1,2qk `

n
ÿ

k“2

ˆ

n

k

˙

xn´kpE1,2qk

“ xnI2 ` nxn´1E1,2 ` 02 “

ˆ

xn nxn´1

0 xn

˙

4.
¨

˝

1 ´1 2
0 1 ´1

´1 2 ´1

˛

‚

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

L3 Ð L3 ` L1 ´ L2
¨

˝

1 ´1 2
0 1 ´1
0 0 2

˛

‚

¨

˝

1 0 0
0 1 0
1 ´1 1

˛

‚

L1ÐL1`L2
L3Ð 1

2 L3

¨

˝

1 0 1
0 1 ´1
0 0 1

˛

‚

¨

˚

˝

1 1 0
0 1 0
1
2 ´

1
2

1
2

˛

‹

‚

L1ÐL1´L3
L2ÐL2`L3

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
2

3
2 ´

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 ´

1
2

1
2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ainsi, P est inversible et P ´1 “
1
2

¨

˝

1 3 ´1
1 1 1
1 ´1 1

˛

‚.

5. Après calculs, on obtient D “ P ´1AP “

¨

˝

2 0 0
0 0 0
0 0 ´2

˛

‚.

6. Posons, pour n P N, l’hypothèse de récurrence Ppnq : «An “ PDnP ´1». Pour n “ 0, An “ I3 et
PDnP ´1 “ PI3P ´1 “ PP ´1 “ I3. Ainsi, Pp0q est vraie. Soit n P N, supposons Ppnq vraie. Alors :

An`1 “ An ˆ A “ PDnP ´1 ˆ A

Cependant, comme D “ P ´1AP , en multipliant par P à gauche, il vient PD “ AP , puis en multipliant
par P ´1 à droite, il vient PDP ´1 “ A. Ainsi,

An`1 “ An ˆ A “ PDnP ´1 ˆ PDP ´1 “ PDn`1P ´1
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Ce qui montre que Ppn ` 1q est vraie. Ainsi, pour tout n P N˚ :

An “ PDnP ´1 “
1
2

¨

˝

1 ´1 2
0 1 ´1

´1 2 ´1

˛

‚ˆ

¨

˝

2n 0 0
0 0 0
0 0 p´2qn

˛

‚ˆ

¨

˝

1 3 ´1
1 1 1
1 ´1 1

˛

‚

“
1
2

¨

˝

1 ´1 2
0 1 ´1

´1 2 ´1

˛

‚ˆ

¨

˝

2n 3 ˆ 2n ´2n

0 0 0
p´2qn ´p´2qn p´2qn

˛

‚

“
1
2

¨

˝

2n ` 2p´2qn 3 ˆ 2n ´ 2p´2qn ´2n ` 2 ˆ p´2qn

´p´2qn p´2qn ´p´2qn

´2n ´ p´2qn ´3 ˆ 2n ` p´2qn 2n ´ p´2qn

˛

‚

Soit p P s 0 ; 1 r. On définit la matrice B “

¨

˝

p 1 ´ p 0
0 p 1 ´ p
0 0 1

˛

‚.

7. B2 “

¨

˝

p2 2pp1 ´ pq p1 ´ pq2

0 p2 1 ´ p2

0 0 1

˛

‚

8. Pour n P N, on pose, Ppnq l’hypothèse de récurrence suivante :

Dpan, bn, cnq P R3 Bn “

¨

˝

pn an bn

0 pn cn

0 0 1

˛

‚

Pour n “ 0, alors comme B0 “ I3, il suffit de poser a0 “ b0 “ c0 “ 0. Pour n “ 1, il suffit de poser
a1 “ c1 “ 1 ´ p et b1 “ 0. Soit n P N. Supposons Ppnq vraie. Alors :

Bn`1 “ B ˆ Bn “

¨

˝

p 1 ´ p 0
0 p 1 ´ p
0 0 1

˛

‚ˆ

¨

˝

pn an bn

0 pn cn

0 0 1

˛

‚“

¨

˝

pn`1 p1 ´ pqpn ` pan pbn ` p1 ´ pqcn

0 pn`1 pcn ` 1 ´ p
0 0 1

˛

‚

On pose alors an`1 “ p1 ´ pqpn ` pan, bn`1 “ p1 ´ pqcn ` pbn et cn`1 “ pcn ` p1 ´ pq. Ainsi,

Bn`1 “

¨

˝

pn`1 an`1 bn`1
0 pn`1 cn`1
0 0 1

˛

‚. Dès lors, Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout n P N, Ppnq

est vraie.
9. Comme pour tout n P N, cn`1 “ pcn ` p1 ´ pq, la suite pcnqn est une suite arithmetico-géométrique.

Cherchons ℓ le point fixe : ℓ “ pℓ ` p1 ´ pq. ssi ℓpp ´ 1q ` p1 ´ pq “ 0. Or, p ´ 1 ‰ 0, on obtient

que ℓ “ 1 est un point fixe. Alors comme
"

cn`1 “ pcn ` p1 ´ pq

ℓ “ pℓ ` p1 ´ pq
, par différence, on obtient

que cn`1 ´ ℓ “ ppcn ´ ℓq. Ainsi, la suite pcn ´ 1qnPN est une suite géométrique de raison p. Donc
cn ´ 1 “ pnpc0 ´ 1q “ ´pn. Ceci prouve que pour tout n P N, cn “ 1 ´ pn.

10. Soit n P N, alors, en utilisant la relation an`2 “ p1 ´ pqpn`1 ` pan`1, on obtient :

an`2´2pan`1`p2an “ p1´pqpn`1`pan`1´2pan`1`p2an “ p pp1 ´ pqpn ´ an`1q`p2an “ p p´panq`p2an “ 0

11. D’après la question précédente, panqn est une suite récurrente linéaire d’ordre deux dont l’équation
caractéristique est r2 ´ 2pr ` p2 “ 0, or par identité remarquable, on obtient pr ´ pq2 “ 0. Ainsi,
la seule racine de l’équation caractéristique est r “ p. D’après le cours, il existe deux constantes α
et β telles que pour tout n P N, an “ pαn ` βqpn. Comme a0 “ 0, on obtient que β “ 0. De plus,
a1 “ αp “ 1 ´ p, on obtient que α “

1 ´ p

p
. Dès lors, pour tout n P N, an “ np1 ´ pqpn´1.

Exercice : vous aurez de multiples points sur la multiplicité des racines

Soit α P R, on note Pα “ X3 ´ αX2 ` αX ´ 1.
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1. Pαp1q “ 13 ´ α12 ` α1 ´ 1 “ 1 ´ α ` α ´ 1 “ 0. ceci montre que 1 est une racine de Pα. Ainsi, X ´ 1
divise Pα. On peut donc factoriser Pα par X ´ 1.

2. Calculons le polynôme dérivée de Pα : P 1
α “ 3X2 ´ 2Xα ` α. Ainsi, P 1

αp1q “ 3 ´ α. Donc, si α ‰ 3,
P 1

αp1q ‰ 0. Dans ce cas, 1 est une racine de multiplicité 1 de Pα. Si α “ 3, alors en reconnaissant la
formule du binôme de Newton :

Pα “ X3 ´ 3X2 ` 3X ´ 1 “ pX ´ 1q3

Ainsi, 1 est une racine de multiplicité 3 dans Pα.
3. D’après le cours, s “ α et p “ 1.

Problème 1 : Wall is back (le retour du mur)
Pour tout n P N, on pose :

In “

ż π{2

0
cos2nptqdt, Jn “

ż π{2

0
t2 cos2nptqdt, Kn “

4npn!q2

p2nq! Jn, et pour n P N˚, Sn “

n
ÿ

i“1

1
i2

On remarque que In “ W2n (intégrale de Wallis).

1. def SuiteS(n):
S=0
for i in range(1,n+1):

S=S+i**(-2)
return S

2. def Factorielle(n):
if n==0:

return 1
else:

return n*Factorielle(n-1)

3. Montrons que les suites pSnqnPN˚ et pvnqnPN˚ sont adjacentes :
‚ Soit n P N˚, Sn`1 ´ Sn “

1
pn ` 1q2 ě 0. Donc pSnqnPN˚ est croissante.

‚ Soit n P N˚,

vn`1 ´ vn “

ˆ

Sn`1 `
1

n ` 1

˙

´

ˆ

Sn `
1
n

˙

“
1

pn ` 1q2 `
1

n ` 1 ´
1
n

“
n ` pn ` 1qn ´ pn ` 1q2

npn ` 1q2 ď 0

Ainsi, pvnqn est décroissante.
‚ vn ´ Sn “

1
n

ÝÑ
nÑ`8

0.
Par conséquent, pSnqnPN˚ et pvnqnPN˚ sont adjacentes. D’après le théorème des suites adjacentes, elles
convergent vers la même limite.

4. I0 “

ż π
2

0
cos0ptq dt “

ż π
2

0
1 dt “

π

2 et J0 “

ż π
2

0
t2 dt “

„

t3

3

ȷ

π
2

0
“

π3

24 .

5. Soit n P N, alors comme t ÞÑ cos2nptq est une fonction positive sur r 0 ; π{2 s, par positivité de l’intégrale,
In ě 0. De plus, par linéarité de l’intégrale :

In`1´In “

ż π{2

0
cos2n`2ptqdt´

ż π{2

0
cos2nptqdt “

ż π{2

0
cos2nptqpcos2ptq´1qdt “

ż π{2

0
cos2nptqp´ sin2ptqqdt

Remarquons que, t ÞÑ cos2nptqp´ sin2ptqq est une fonction négative sur r 0 ; π{2 s, ainsi par positivité
de l’intégrale In`1 ´ In ď 0. Ceci prouve que pInqn est une suite décroissante. On a donc prouvé que
pInqn est une suite décroissante de réels positifs.

6. Posons x “
π

2 ´ t, alors dx “ ´ dt. Ainsi, In “

ż 0

π
2

´

cos
´

x ´
π

2

¯¯2n
p´ dxq “

ż π
2

0
sinpxq2n dx.
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7. Une primitive de t ÞÑ cos2nptq sinptq est t ÞÑ ´
cos2n`1ptq

2n ` 1 . La dérivée de t ÞÑ sinptq est t ÞÑ cosptq.

8. Comme on l’a déjà démontré à la question 5 :

In`1 ´ In “

ż π{2

0
cos2nptqp´ sinptqq
loooooooooomoooooooooon

u1ptq

ˆ sinptq
loomoon

vptq

dt

Posons alors u : t ÞÑ
cos2n`1ptq

2n ` 1 et v : t ÞÑ sinptq. Ces deux fonctions sont de classe C 1 sur r 0 ; π{2 s,
u1 : t ÞÑ ´ cos2nptq sinptq et v1 : t ÞÑ cosptq, ainsi par intégration par parties :

In`1 ´ In “

»

—

—

—

–

cos2n`1ptq

2n ` 1
looooomooooon

uptq

sinptq
loomoon

vptq

fi

ffi

ffi

ffi

fl

π{2

0

´

ż π{2

0

cos2n`1ptq

2n ` 1
looooomooooon

uptq

ˆ cosptq
loomoon

vptq

dt

Comme le terme entre crochets est nul, on obtient In`1´In “ ´
1

2n ` 1In`1. Dès lors 2n ` 2
2n ` 1In`1 “ In.

Par conséquent, In`1 “
2n ` 1
2n ` 2In.

9. Pour n P N, on pose Ppnq :«In “
p2nq!

4npn!q2 ˆ
π

2 ». Pour n “ 0, p2nq!
4npn!q2

π

2 “
π

2 “ I0. Ainsi, Pp0q est

vraie. Soit n P N. Supposons Ppnq vérifiée, alors, en utilisant la question 8, on obtient

In`1 “
2n ` 1
2n ` 2In “

2n ` 1
2n ` 2 ˆ

p2nq!
4npn!q2

π

2 “
p2n ` 2qp2n ` 1qp2nq!

2pn ` 1q2pn ` 1q4npn!q2
π

2 “
p2n ` 2q!

4n`1ppn ` 1q!q2
π

2

Ainsi, Ppnq est vraie pour tout n P N.
10. En effectuant une intégration par parties, où on a posé u : t ÞÑ t, et v : t ÞÑ cos2nptq, u et v sont deux

fonctions de classe C 1, u1 : t ÞÑ 1 et v1 : t ÞÑ ´2n sinptq cos2n´1ptq, on obtient :

In “

ż π{2

0
1

loomoon

u1ptq

ˆ cos2nptq
looomooon

vptq

dt “ r t
loomoon

uptq

cos2nptq
looomooon

vptq

s
π{2
0 ´

ż π{2

0
t

loomoon

uptq

ˆ
`

´ sinptq2n cos2n´1ptq
˘

loooooooooooooomoooooooooooooon

v1ptq

dt

“ 2n

ż π{2

0
t sinptq cos2n´1ptq dt

Effectuons une seconde intégration par parties : posons u : t ÞÑ t2{2 et v : t ÞÑ sinptq cos2n´1ptq. Les
fonctions u et v sont de classe C 1, u1 : t ÞÑ t et v1 : t ÞÑ cos2nptq ´ p2n ´ 1q sin2 cos2n´1ptq. On obtient :

In “ 2n

ż π{2

0
t

loomoon

u1ptq

sinptq cos2n´1ptq
looooooooomooooooooon

vptq

dt

“ 2n

¨

˚

˚

˚

˝

»

—

—

–

t2

2
loomoon

uptq

sinptq cos2n´1ptq
looooooooomooooooooon

vptq

fi

ffi

ffi

fl

π{2

0

´

ż π{2

0

t2

2
loomoon

uptq

`

cos2nptq ´ p2n ´ 1q sin2ptq cos2n´2ptq
˘

looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

v1ptq

dt

˛

‹

‹

‹

‚

En outre, le terme entre crochets est nul, de plus, sin2 “ 1 ´ cos2. Ainsi,

In “ 2n

ˆ

´
Jn

2 `
2n ´ 1

2 pJn´1 ´ Jnq

˙

Par conséquent, In “ ´2n2Jn ` np2n ´ 1qJn´1.
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11. Soit n P N˚, alors p2nq!
4npn!q2

π

2 “ np2n ´ 1qJn´1 ´ 2n2Jn. En outre, Kn “
4npn!q2

p2nq! Jn et Kn´1 “

4n´1ppn ´ 1q!q2

p2n ´ 2q! Jn´1. Ainsi :

Kn´1´Kn “
4n´1ppn ´ 1q!q2

p2n ´ 2q! Jn´1´
4npn!q2

p2nq! Jn “
4npn!q2

p2nq!

ˆ

p2n ´ 1qp2nq

4n2 Jn´1 ´ Jn

˙

“
4npn!q2

p2nq!
In

2n2 “
π

4n2

12. En reconnaissant une somme télescopique, on obtient
n
ř

i“1
Ki´1 ´ Ki “ K0 ´ Kn

13. Soit un entier n ě 1, π

4 Sn “
n
ř

i“1

π

4i2 “
n
ř

i“1
Ki´1 ´ Ki “ K0 ´ Kn “ J0 ´ Kn

14. On pose f : x ÞÑ
π

2 sinpxq ´ x, f est alors dérivable sur r 0 ; π{2 s, avec f 1 : x ÞÑ
π

2 cospxq ´ 1. De plus,

f 1 est dérivable et f2 : x ÞÑ ´
π

2 sinpxq, ainsi, f2 est négative sur r 0 ; π{2 s et ne s’annule qu’en 0,
ce qui montre que f 1 est strictement croissante sur r 0 ; π{2 s. Remarquons de plus, que f 1p0q ą 0 et
f 1pπ{2q ă 0. Ainsi, comme f 1 est continue et strictement croissante, il existe un unique x0 P r 0 ; π{2 s

tel que f 1px0q “ 0. Ainsi, f 1 est positive sur r 0 ; x0 s, et donc pour tout x P r 0 ; x0 s, fpxq ě fp0q “ 0,
et f 1 est négative sur r x0 ; π{2 s. ainsi pour tout x P r x0 ; π{2 s, fpxq ě fpπ{2q “ 0. Dès lors, pour tout
x P r 0 ; π{2 s, fpxq ě 0. Ceci prouve que pour tout x P r 0 ; π{2 s, x ď

π

2 sinpxq.

Problème 2 : les polynômes de la ferme

Cas particulier R2rXs

1. d˝pP ` Qq ď maxpd˝P, d˝Qq et d˝pP ´ Qq “ d˝pP ` p´Qqq ď maxpd˝P, d˝ ´ Qq “ maxpd˝P, d˝Qq.
2. 2X2 ` 10X ` 12 “ 2pX2 ` 5X ` 6q “ 2pX ` 3qpX ` 2q. Comme X ` 3 et X ` 2 sont des polynômes

de degré 1, ils sont bien irréductibles dans RrXs.
3. Posons P “ pX ´ 3qpX ´ 4q, alors d˝P “ 2, P p3q “ P p4q “ 0. De plus, P p5q “ 2.

4. Posons Q “
1
2P “

1
2pX ´ 3qpX ´ 4q, alors Qp3q “ Qp4q “ 0 et Qp5q “ 1.

5. Soit R un autre polynôme de degré 2 tel que Rp3q “ Rp4q “ 0 et Rp5q “ 1. Posons alors S “ Q ´ R,
alors, d˝S ď maxpd˝Q, d˝Rq “ 2. De plus, Sp3q “ Qp3q ´ Rp3q “ 0 ´ 0 “ 0, Sp4q “ Qp4q ´ Rp4q “

0 ´ 0 “ 0 et Sp5q “ Qp5q ´ Rp5q “ 1 ´ 1 “ 0, ainsi S a au moins trois racines et son degré est majoré
par 2. D’après le cours S “ 0 et donc Q “ R. Ceci prouve qu’il existe un unique polynôme Q de degré
2 tel que Qp3q “ Qp4q “ 0 et Qp5q “ 1.

6. Donner alors, sans preuve et sous forme factorisée :
‚ L2 “ ´pX ´ 3qpX ´ 5q

‚ L3 “
1
2pX ´ 4qpX ´ 5q

7. Soit pA, Bq P KrXs2 avec B ‰ 0, alors il existe un unique couple pQ, Rq P KrXs2 vérifiant A “ BQ`R
et d˝R ă d˝B.

8. D’après l’écriture de la division euclidienne, il existe un unique couple pQ, Rq P RrXs tel que Xn “

L1Q`R avec d˝R ă d˝L1 “ 2. Ainsi, il existe pa, bq P R tel que R “ aX`b. Dès lors, Xn “ QL1`aX`b.
En remplaçant X par 3, il vient 3n “ Qp3qL1p3q ` 3a ` b “ 3a ` b. En remplaçant X par 4, il vient
4n “ Qp4qL1pp4q ` 4a ` b “ 4a ` b. On obtient donc le système suivant que l’on résout :

"

3n “ 3a ` b
4n “ 4a ` b

ðñ
L2ÐL2´L1

"

3n “ 3a ` b
4n ´ 3n “ a

ðñ

"

a “ 4n ´ 3n

b “ 3n ´ 3a “ 4 ˆ 3n ´ 4 ˆ 3n

Ainsi, le reste de la division euclidienne de Xn par L1 est p4n ´ 3nqX ` 4 ˆ 3n ´ 3 ˆ 4n.
9. Soit P P R2rXs. Posons Q “ P ´ pP p5qL1 ` P p4qL2 ` P p3qL3q. Alors Qp3q “ P p3q ´ P p5qL1p3q ´

P p4qL2p3q ´ P p3qL3p3q “ 0. De même Qp4q “ P p4q ´ P p5qL1p4q ´ P p4qL2p4q ´ P p3qL3p4q “ 0, et
Qp5q “ P p5q ´ P p5qL1p5q ´ P p4qL2p5q ´ P p3qL3p5q “ 0. Ainsi, d ˝ Q ď 2 et Q a au moins trois racines
donc Q “ 0 ainsi, P “ P p5qL1 ` P p4qL2 ` P p3qL3.
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10. Soit P P R2rXs, alors en utilisant le résultat de la question précédente et la linéarité de l’intégrale :
ż 1

0
P pxqdx “

ż 1

0
P p5qL1pxq`P p4qL2pxq`P p3qL3pxqdx “ P p5q

ż 1

0
L1pxqdx`P p4q

ż 1

0
L2pxqdx`P p3q

ż 1

0
L3pxqdx

Notons, pour i P rr 0 ; 3 ss, λi “

ż 1

0
Lipxq dx P R, alors λ1, λ2, λ3 sont des constantes, indépendantes de

P , qui vérifient, pour tout P P R2rXs.
ż 1

0
P pxq dx “ P p5qλ1 ` P p4qλ2 ` P p3qλ3

11. Posons P “
n

ś

k“0
k‰i

pX ´ akq. Alors comme P est un produit de n polynômes de degré 1, d˝P “ n et

P P RnrXs. Soit j P rr 0 ; n ssztiu, alors P pajq “
n

ś

k“0
k‰i

paj ´ akq. Mais comme j P rr 0 ; n ssztiu, il y a un

terme dans ce produit où k “ j, ainsi P pajq “ 0.

12. Considérons P “
n

ś

k“0
k‰i

pX ´ akq, remarquons que P paiq “
n

ś

k“0
k‰i

pai ´ akq. Or comme pa0, a1, . . . , anq est

un n ` 1-uplet de réels deux à deux distincts, dès que i ‰ k, ai ´ ak ‰ 0. Par produit de nombres non
nuls, P paiq ‰ 0. Ainsi, on peut poser Li “

P

P paiq
. On remarque alors que Lipaiq “

P paiq

P paiq
“ 1. De

plus, pour j P rr 0 ; n ssztiu, Lipajq “
P pajq

P paiq
“ 0. Ainsi, pour tout j P rr 0 ; n ss, Lipajq “ δi,j .

13. Posons Q “ P ´
n
ř

k“0
P pakqLk. Soit i P rr 0 ; n ss, Qpaiq “ P paiq ´

n
ř

k“0
P pakqLkpaiq “ P paiq ´ P paiq “ 0.

De plus, d˝Q ď n (somme de polynômes de degrés inférieurs ou égale à n). On en déduit que Q a au
moins n ` 1 racines. Ainsi, Q “ 0 et donc P “

n
ř

k“0
P pakqLk.

14. Prenons P “ 1, alors d’après la question précédente, 1 “
n
ř

k“0
Lk.

Prenons P “ X, alors d’après la question précédente X “
n
ř

k“0
akLk.
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