Exercice : les matrices montent en puissance (et vous aussi!)

1. Le produit matriciel A x B est déﬁni que si p = ¢q. Dans ce cas, C = A x B € #,,(K) et pour tout
(Gg)ellsn] x[1;r], Ciy = ZAzk:BkJ

P
2. Soient (A, B) € #,(K)?. Si AB = BA, alors pour tout pe N, (A+ B)P = ) (P)A*BP=F.
k=0
3. Remarquons que Fq2 x Ej2 = 02. Des lors, pour tout entier k > 2, Eljgk = 09. De plus, remarquons
que (zlz) x E12 = xFE1 2 = E12 x (zl2). On peut appliquer la formule du bindme de Newton : pour
neN:

T" = (xly+ Eio)" = Zn] <Z> (Byo)f(al)" " = i (Z) F(Ey o) zn] ( ) F(Eyg)*

k=0 k=0 k=2

n n—1
"Iy + nxnflElvz + 09 = <aé) na;n )

4.
1 -1 2 100
0o 1 -1 010
-1 2 -1 0 0 1
Ly — L3+ Ly — Lo
1 -1 2 1 0 0
0o 1 -1 0 1 0
0 0 2 1 -1 1
Li<—L1+Lo
Lg—1Ls
10 1 110
01 -1 o
0 0 1 - - =
2 2 2
Li—Li—L3
Lo«—Lo+L3
1 3 1
1 0 0 2 2 2
010 -
2 2 2
1 3 -1
Ainsi, P est inversibleet P~1 == |1 1 1
1 -1 1
2 0 0
5. Apres calculs, on obtient D = P"'AP= |0 0 0
0 0 -2

6. Posons, pour n € N, I'’hypothése de récurrence Z(n) : «A® = PD"P~!y. Pour n = 0, A" = I3 et
PD"P~! = PI3P~! = PP~ = [5. Ainsi, 22(0) est vraie. Soit n € N, supposons & (n) vraie. Alors :

ATl = A" x A= PD"P ' x A

Cependant, comme D = P~'AP, en multipliant par P & gauche, il vient PD = AP, puis en multipliant
par P~1 & droite, il vient PDP~! = A. Ainsi,

Al = A" x A= pD"P~! x pDP~! = pptip—]
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Ce qui montre que Z(n + 1) est vraie. Ainsi, pour tout n € N* :

1 1 -1 2 2" 0 0 1 3 -1
A”:PD”P‘1:§01—1><000><111
-1 2 -1 0 0 (-2)n 1 -1 1
1 1 -1 2 2" 3 x 2™ 2"
= 3 0 1 —1]x 0 0 0
-1 2 -1 (=2)" —(=2)" (=2)"
L2 E2A-2T X2 2(=2)" 2" 2% (<2)"
- 5| -~ (-2 (-2
Con_(L9) 3 x 20 4 (=20 2n — (—2)n
p 1—0p 0
Soit p € ]0;1[. On définit la matrice B= |0 p 1—p]|.
0 0 1
p* 2p(1-p) (1-p)?
7.B*=1{0 p° 1—p?
0 0 1

8. Pour n € N, on pose, #(n) ’hypotheése de récurrence suivante :

P an by
I(an, by, c,) € R? B"=|0 p* c,
0 0 1

Pour n = 0, alors comme B° = I3, il suffit de poser ag = by = ¢y = 0. Pour n = 1, il suffit de poser
a; =c¢; =1—pet by =0. Soit n € N. Supposons #(n) vraie. Alors :

p 1-p 0 p" an by Pt (1 =p)p" +pan pby + (1 =p)ey
B"l—BxB"=[0 p 1—p|x|0 p* ec|=1] 0 pntl pen+1—0p
0 0 1 0O 0 1 0 0 1
On pose alors ap+1 = (1 — p)p™ + pay, bpy1 = (1 — p)ey + pby et cpy1 = pe, + (1 — p). Ainsi,
anrl An+1 bn+1
Bntl = 0 p"*' cuiq | Dés lors, Z(n + 1) est vraie. Par récurrence, pour tout n € N, #(n)
0 0 1

est vraie.

9. Comme pour tout n € N, ¢,41 = pe, + (1 — p), la suite (¢,,)y, est une suite arithmetico-géométrique.
Cherchons /¢ le point fixe : £ = pl + (1 — p). ssi {(p— 1)+ (1 —p) = 0. Or, p— 1 # 0, on obtient

. = 1- i~ .

que £ = 1 est un point fixe. Alors comme Cntl pea + (1=p) , par différence, on obtient
¢ = pl+(1-p)

que ¢pt1 — £ = p(e, — £). Ainsi, la suite (¢, — 1)pen est une suite géométrique de raison p. Donc

¢n — 1 =p"(co— 1) = —p™. Ceci prouve que pour tout n € N, ¢, =1 — p™.

10. Soit n € N, alors, en utilisant la relation a,.2 = (1 — p)p" ™! + pa, 1, on obtient :

Ant2—2pan1+p2an = (1=p)p" 4+ pan+1—2pans1+p*an = p (1 — p)p™ — ans1)+p*an = p (—pay)+p*a, = 0

11. D’apres la question précédente, (ay), est une suite récurrente linéaire d’ordre deux dont ’équation
caractéristique est r2 — 2pr + p? = 0, or par identité remarquable, on obtient (r — p)? = 0. Ainsi,
la seule racine de I’équation caractéristique est r = p. D’aprés le cours, il existe deux constantes «
et 3 telles que pour tout n € N, a,, = (an + f)p". Comme ag = 0, on obtient que 5 = 0. De plus,

a1 = ap =1 — p, on obtient que a = %p Des lors, pour tout n € N, a,, = n(1 — p)p"~ 1.

Exercice : vous aurez de multiples points sur la multiplicité des racines

Soit & € R, on note P, = X3 — aX? + aX — 1.
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1. P,(1) =13 -al’+al—1=1-a+a—1=0. ceci montre que 1 est une racine de P,. Ainsi, X — 1
divise P,. On peut donc factoriser P, par X — 1.

2. Calculons le polynoéme dérivée de P, : P! = 3X? — 2Xa + . Ainsi, P,(1) = 3 — a. Donc, si a # 3,
P! (1) # 0. Dans ce cas, 1 est une racine de multiplicité 1 de P,. Si @ = 3, alors en reconnaissant la
formule du binéme de Newton :

P,=X3-3X>4+3X-1=(X-1)
Ainsi, 1 est une racine de multiplicité 3 dans P,.
3. D’apres le cours, s = a et p = 1.
Probléme 1 : Wall is back (le retour du mur)

Pour tout n € N, on pose :

/2 /2 4”(71!)2 n g
In = J COSQW(t)dt, Jn = J t2 COSQn(t)dt’ Kn = | Jn7 et pour n € N*, Sn _ Z =
0 0 (2n)! 415

On remarque que I,, = W, (intégrale de Wallis).
1. def SuiteS(n):

S=0

for i in range(l,n+1):
S=8+i**(-2)

return S

2. def Factorielle(n):
if n==0:
return 1
else:
return n*Factorielle(n-1)

3. Montrons que les suites (Sy,)nen* €t (vUp)nen sont adjacentes :

e Soitne N* S,,1 — S, = > 0. Donc (Sy,)nen+ est croissante.

(n+1)2
e Soit n € N*,
1 1 1 1 I n+m+1n—(n+1)>
Untl = n <n+1+n+1> <n+n> (n+1)2+n+1 n n(n + 1)?2
Ainsi, (vp), est décroissante.
1
e v, — S, =— — 0.

n n—+ao
Par conséquent, (Sp)nen* €t (vn)nen+ sont adjacentes. D’apres le théoréme des suites adjacentes, elles

convergent vers la méme limite.

z 5 3 312 3
4, Iozf coso(t)dtzf1dt=7retJ0=Jt2dt= L
0 0 2 0 3], 24
5. Soit n € N, alors comme ¢ > cos?™(t) est une fonction positive sur [ 0;7/2], par positivité de 'intégrale,
I, = 0. De plus, par linéarité de l'intégrale :

/2 i cos?™(t)(cos?(t)—1)dt = JW/Z cos™ (t)(—sin®(¢))dt

/2
In1—1, = J cosQ"+2(t)dt—J
0

0 0

cos™ (t)dt = f

0

Remarquons que, ¢ +— cos?™(t)(—sin?(¢)) est une fonction négative sur [0;7/2], ainsi par positivité

de lintégrale I,,11 — I, < 0. Ceci prouve que (I,), est une suite décroissante. On a donc prouvé que
(I)n est une suite décroissante de réels positifs.

T 0 T 2n 3

6. Posons = = 5 t, alors dz = — dt. Ainsi, I, = L (cos (ac - 5)) (—dx) = Jo sin(x)?" du.

2

N
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cog2nt1 (t)

. La dérivée de t — sin(t) est t — cos(t).
2n +1

7. Une primitive de t — cos?*(t)sin(t) est t —> —

8. Comme on 'a déja démontré a la question 5 :
/2

Inyi— I, = J cos®™(t)(—sin(t)) x sin(t) dt

0 - ~- e
u/(t) v(t)

C052n+1 (t)

Posons alors u: t — et v:t > sin(t). Ces deux fonctions sont de classe €' sur [0;m/2],

2n+1
u': t > —cos®(t)sin(t) et v': t — cos(t), ainsi par intégration par parties :
/2
2n+1 t 7r/2 2n+1 t
Inv1— I, = cos (1) sin(t) —f cos™ () x cos(t) dt
2n+1 — = 0 2n+1 ——
) v(t) . ) o(t)
. 1 . 2n + 2
Comume le terme entre crochets est nul, on obtient I, 1 —1I, = ————1,,1. Dés lors Iy 1 =1,.
5 ) 2n+1 2n+1
n +
P < t, 1, = —1
ar conséquent, Iny1 = 5 ——In
2n)! 2n)!
9. Pour n € N, on pose Z(n) :«I, = 47(1(73)2 X g». Pour n = 0, 451(1;?)22 = g = Ip. Ainsi, Z(0) est

vraie. Soit n € N. Supposons Z(n) vérifiée, alors, en utilisant la question 8, on obtient

2n—|—II 2n+1 (2n m

I'w 2n+2)2n+1)2n)! 7 2n+2)! 7«
2n + 2 m+2  Ann))22 2+ 1)2(n+ )an(n)22 4 ((n+ 1))22

In+1

Ainsi, Z(n) est vraie pour tout n € N.

10. En effectuant une intégration par parties, olt on a posé u: t — t, et v: t = cos>"(t), u et v sont deux
fonctions de classe €1, u': t — 1 et v': t — —2nsin(t) cos>”1(t), on obtient :

/2 /2
I, 1 xcos™(t)dt=[ t cosQ"(t)]g/2 - f t  x (—sin(t)2ncos® 1 (t)) dt
0 T — M 0o —~ -— 9
w'(t) v(t) u(t) v(t) u(t) v/ (t)

/2
2nf tsin(t) cos?L(t) dt
0

Effectuons une seconde intégration par parties : posons u: t — t2/2 et v: t — sin(t)cos?*~1(t). Les
fonctions u et v sont de classe €1, u': t +— t et v': t — cos®(t) — (2n — 1) sin? cos?™~1(¢). On obtient :

/2
I, = 2nf t  sin(t)cos®1(t) dt
0o T~ — ]
w(t) v(t)
/2
2 71'/2 t2
= 2n ) sin(t) cos?™ L (t) - f 5 (coszn(t) — (2n —1)sin®(t) 0052”_2(t)) dt
~— -
v(t) ' v'(t)
u(t) 0 u(t)

En outre, le terme entre crochets est nul, de plus, sin? = 1 — cos?. Ainsi,

Jn 2n—1
L=2n—-—+—-(Jp—1— Jp
n( 5 T3 (Jn—1 J))

Par conséquent, I, = —2n2J, + n(2n — 1)J,_1.
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11.

12.

13.

14.

2n)! 47(n!)?
Soit n € N*, alors 47(1(2?)27; = n(2n — 1)J,_1 — 2n%J,. En outre, K,, = (2(2))!Jn et K,,_1 =
4n=L((n —1)1)?
n—1. Ainsi :
2n —2)] Jn—1. Ainsi

41 ((n —1)1)?
(2n —2)!

A I,  w

K, 1—-K, = =
nolT e (2n)! 2n?2  4n?

Jn—l_

4n(n!)? 47 ()2 [ (2n —1)(2n)
(2n)! " - (2n)! ( 4n? 1 = Jn) -

n
En reconnaissant une somme télescopique, on obtient > K, 1 — K; = Ko — K,

=1
n
=YK, 1-K,=Ky— K, =Jy— K,
=1

T
442

s

s
Soit un entier n > 1, ZSn =

(2
On pose f: x — gsin(x) —z, f est alors dérivable sur [0;7/2], avec f/: z — gcos(x) — 1. De plus,

T
f' est dérivable et f”: z -5 sin(x), ainsi, f” est négative sur [0;7/2] et ne s’annule qu’en 0,

ce qui montre que f’ est strictement croissante sur [0;7/2]. Remarquons de plus, que f/(0) > 0 et
f/(7/2) < 0. Ainsi, comme f’ est continue et strictement croissante, il existe un unique zg € [0;7/2]
tel que f'(zg) = 0. Ainsi, f’ est positive sur [0;xq |, et donc pour tout x € [0;x¢], f(x) = f(0) =0,
et f’ est négative sur [ zg;7/2]. ainsi pour tout x € [xg;7/2], f(x) = f(7/2) = 0. Dés lors, pour tout
xe[0;7m/2], f(z) = 0. Ceci prouve que pour tout z € [0;7/2], x < gsin(x).

Probleme 2 : les polynémes de la ferme

Cas particulier Ry[X]

1.
2.

&°(P + Q) < max(d°P,d°Q) et d°(P — Q) = d°(P + (—Q)) < max(d°P,d° — Q) = max(d°P,d°Q).
2X2 +10X + 12 =2(X%2 +5X +6) = 2(X + 3)(X +2). Comme X + 3 et X + 2 sont des polynémes
de degré 1, ils sont bien irréductibles dans R[X].

. Posons P = (X — 3)(X —4), alors d°P = 2, P(3) = P(4) = 0. De plus, P(5) = 2.
1 1
. Posons Q = §P = i(X —3)(X —4), alors Q(3) =Q(4) =0et Q(5) = 1.
. Soit R un autre polynéme de degré 2 tel que R(3) = R(4) = 0 et R(5) = 1. Posons alors S = Q — R,

alors, d°S < max(d°Q,d°R) = 2. De plus, S(3) = Q(3)—R(3) =0—-0=0, S4) = Q(4) — R4) =
0—-0=0etS5)=Q(H)—R(B)=1—-1=0, ainsi S a au moins trois racines et son degré est majoré
par 2. D’apres le cours S = 0 et donc @ = R. Ceci prouve qu’il existe un unique polynéme @ de degré

2 tel que Q(3) = Q(4) =0et Q(5) = 1.

. Donner alors, sans preuve et sous forme factorisée :

o [h=—(X—-3)(X-5)
o Ly = 5(X —4)(X —5)

Soit (A, B) € K[X]? avec B # 0, alors il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? vérifiant A = BQ+ R
et d°R < d°B.

. D’apres l'écriture de la division euclidienne, il existe un unique couple (@, R) € R[X] tel que X" =

LiQ+Ravecd°R < d°Ly = 2. Ainsi, il existe (a,b) € R tel que R = aX+b. Des lors, X" = QL1+aX+b.
En remplagant X par 3, il vient 3" = Q(3)L1(3) + 3a + b = 3a + b. En remplacant X par 4, il vient
4" = Q(4)L1((4) + 4a + b = 4a + b. On obtient donc le systéme suivant que 1’on résout :

3" = 3a+b — 3" = 3a+b — a = 4" —-3"
4" = da+b Ly—ILo—1, | 4" —-3" = «a b = 3"—-3a=4x3"—-4x3"

Ainsi, le reste de la division euclidienne de X™ par L est (4" —3™)X +4 x 3" — 3 x 4™,

. Soit P € Ry[X]. Posons QQ = P — (P(5)L; + P(4)L2 + P(3)L3). Alors Q(3) = P(3) — P(5)L1(3) —

P(4)Ly(3) — P(3)L3(3) = 0. De méme Q(4) = P(4) — P(5)L1(4) — P(4)La(4) — P(3)Ls(4) = 0, et
Q) = P(5) — P(5)L1(5) — P(4)La(5) — P(3)L3(5) = 0. Ainsi, do @ < 2 et @ a au moins trois racines
donc Q = 0 ainsi, P = P(5)L; + P(4)L2 + P(3)Ls.
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10. Soit P € Ro[X], alors en utilisant le résultat de la question précédente et la linéarité de l'intégrale :

1 1
LQ(x)dac+P(3)J Ls(z)dx

1 1 1
J P2)ds — f P(5) Ly (2)+ P(4) La(x)+ P(3) La(x)dz = P(5) J Li(2)da+P(4) f
0 0 0

0 0
1

Notons, pour i € [0;3], \; = J L;(xz) dz € R, alors A1, A2, A3 sont des constantes, indépendantes de
0
P, qui vérifient, pour tout P € Ro[X].

fp(x) dz = PG)A + P()As + P(3))s
0

n

11. Posons P = [ (X — ai). Alors comme P est un produit de n polynémes de degré 1, d°P = n et

k=0
k#i
n
P e R,[X]. Soit j € [0;n]\{i}, alors P(a;) = [] (aj — ax). Mais comme j € [0;n]\{¢}, il y a un
=
terme dans ce produit ou k = j, ainsi P(a;) = 0.
n n
12. Considérons P = [][ (X — ag), remarquons que P(a;) = [] (a; — ai). Or comme (ag,ai,...,a,) est
(=5 (=
un n + l-uplet de réels deux a deux distincts, dés que @ # k, a; — ap # 0. Par produit de nombres non
o P(a;)
Is, P(a; 0. A t L; = .0 1 Li(a;) = =1.D
nuls, P(a;) # insi, on peut poser L; Pla) n remarque alors que L;(a;) Play) e
P .
plus, pour j € [0;n[\{i}, Li(a;) = PE%; = 0. Ainsi, pour tout j € [0;n]), Li(a;) = 0 ;.
a;

13. Posons Q = P — éop(ak)Lk. Soit i € [0:n], Q(as) = Plai) — 3. P(ag)Li(as) = Plai) — Pa) = 0.

De plus, d°Q < n (somme de polynoémes de degrés inférieurs ou égale a n). On en déduit que @ a au

n
moins n + 1 racines. Ainsi, @ = 0 et donc P = >, P(ag)Lg.
k=0

n
14. Prenons P = 1, alors d’aprés la question précédente, 1 = >} Ly.

k=0
n

Prenons P = X alors d’apres la question précédente X = > apLy.
k=0
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