Q) Chapitre 4
Primitives et équations différentielles

Dans ce chapitre, nous allons revoir la définition et le calculs des primitives et des intégrales d’une fonction continue.
Puis nous verrons la résolution d’équations différentielles. Dans ce chapitre, nous ne donnerons pas une définition précise
de l'intégrale, nous nous contenterons d’admettre ses propriétés ainsi que le théoreme fondamental de 1’analyse. Nous
reviendrons sur la construction de l'intégrale au second semestre et ce sera l'occasion de démontrer ce fameux théoréme
fondamental.
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Dans ce chapitre, on considére K qui vaut R ou C et I un intervalle.

1 Calcul de primitives et d’intégrales

1.1 Rappels des propriétés de l’intégrale et extension aux fonctions a valeurs complexes
Dans ce chapitre, on admet que pour f: [a;b] — R, une fonction continue sur [a;b], on peut lui associer un nombre qui

b
représente l'aire algébrique sous la courbe, noté f f= J flx)dz = J f(t) dt, vérifiant les propriétés suivantes :
a a a

C’_'J Proposition n°1 : propriétés de l’intégrale des fonctions continues sur un segment (admis)\
Pour tout (f,g) € €°([ 2 cefa;b] et AeR, on a les propriétés suivantes :
1. J AN +g) = /\J f+ j (linéarité) 2. si f = 0 alors J f@)dt=0 (positivité)
b b c ¢ b
3. Si f < g alors J f< J g (croissance) 4. J- fx)dx = J f(t)de +f f(u) du (Chasles)
a a a a c

. J

-
Déﬁnition de l’intégrale d’une fonction continue & valeurs complexes

Si f: [a;b] — C est continue, ie. z — Re(f(z)) et  — Im(f(x)) sont continues sur [a;b], alors on définit

b b
lintégrale de f par : f f(x)dz = f Re(f(z)) dz + iJ Im(f(z)) dx

a

a

b b b b
Remarques 1. e Ainsi, Re (J f(z) doc) = J Re(f(z)) dz et Im (J f(z) dx) = J Im(f(z)) dz. De plus, la linéa-

rité et la relation de Chasles restent vraies avec des fonctions a valeurs complexes. En revanche, la positivité et la
croissance n’ont plus de sens.

b a a
e Sia > b, alors on pose f f= —J f et, par convention, f f=0.
a b a
1.2 Théoreme fondamental de ’analyse et conséquences

I
Déﬁnition d’une primitive
| Soit f: I — C une fonction. On appelle primitive de f toute fonction F dérivable sur I telle que F’ = f.

Exemple 1. Si f(x) = 2®, pour tout x € R, alors une primitive de f est x

Attention il n’y a pas unicité des primitives

< On dit donc «une primitive de f» et non «la primitive de f». Les primitives différent toutes d’une constante.
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T
Remarque 2. Pour une fonction f continue, on note f f(t) dt pour dire une primitive «générique» de f.

X 1 T
Exemple 2. Pour \ # 0, J eMdt = Xe)‘m + ¢ oll ¢ est une constante. Si A = 0, J eMdt =z +c

Démonstration du théoréme n° 2 : Posons G(z) = f f(z) dz. 11 existe ¢ € R tel que G = F + ¢, alors, {g((i:)) z ?((Z)) ::__ z
b a
Par différence, F'(b) — F(a) = G(b) — G(a) = J f(z) dz. |
4 3 4
Exemples 3. Calculer J 23 dx, et f — dt.
3 o t+1
1.3 Primitives usuelles
Condition(s) Intervalle(s)
T
f Adt=dx +k AeC R
€T $a+1
Jt"‘dt=a+1+k a e R\{-1} RsiaeN,R*ouR*siaeZ R¥*sia¢Z
1
J;dt=ln|x|+k R* ou R*
’ At 1 Ax *
eMdt = 3e +k AeC R
T : 1
a*dt = —a” + k a>0eta#1 R
Ina
v 1
f cos(wt+go)dt=;sin(wx+cp)+k weR* peR R
* 1
j sin(wt + ¢) dt = —— cos(wz + ) + k welR* peR R
w
z ™ T
tant dt = —In(|cosz|) + k ]—5 k7r,§+k7r[ (keZ)
Jxl—l—tanz(t)dt—Jx#dt—tanx—i—k ]—E—i—lm z—i—kﬂ'[(keZ)
) cos2(t) 2 72
o1
f m dt = arctan(x) +k R
vl 1 ( T )
——dt = —arctan | —= | + k f>0 R
J f+e i i
|
———— dt = arcsin(x) + k —-1;1
= (@) J=1l
¢ 1
J ch(wt) dt = ;shwx +k we R* R
v 1
J sh(wt) dt = C—uchwx +k w e R* R

TABLE 1 — Primitives usuelles
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Condition(s)

€T

1

J u'(t) x u(t)>dt = ?u‘”l(w) a#—lu:l>C*sia€eZ ,u: I >R¥siad¢?Z
«

x ./
J. w_ 1 u: [ — C*
u? u(z)

€T u/(t) B ) . N
J mdt—?«/u(m) u: I — R*

f u'e” = @) aucune
T u/
f w = In(Ju(z)]) u: [ — R*
J o' (t) sin(u(t)) dt = — cos(u(z)) aucune
f u’ cosu = sin(u(zx)) aucune

TABLE 2 — Primitives usuelles grace a la dérivation d’une composée avec u une fonction dérivable sur un intervalle I.

3

Exemples 4. Calculer J
2 X

z : dx puis J e 2t cos(3t) dt, f cos®(t) sin(t) dt.

1.4 Calculs des primitives de = — m

1

azx? + bx + ¢
Déterminer le nombre de racines réelles de ’équation du second degré axz® 4+ bx +c =0 :

/‘Comment calculer des primitives de = — avec (a,b,c) € Rieta#07?

1. S’il y a deux racines réelles distinctes x1 et xo, alors il existe (A4, B) € R? tel que

1 A B

Vr e R =
o E e, ) ax?+brx+c T—71 T— T2

1 1
2. S’il y a une racine double zg, alors z — =

ax? +bx +c  a(x — )2

v de 1 r+e
3. S’il y a zéro racine réelle, utiliser la forme canonique et j ————— = —arctan | —— | si f >0
’ t+e)®+f VF vV
1
Démonstration de la méthode pour calculer des primitives de xt — ——— :
ax? +br +c

1. S'il y a deux racines x1 et 2 avec 1 < x2 Pour (A, B) € R? et « différent de z; et 2, alors :

A N B A(x —xz2) + B(x —x1) (A+ B)x — Azz — Bxy

r—2x1 T —T2 (z —1)(xz — x2) - (z —z1)(z — x2)
_ a(A + B)x — Aaz2 — Baxa B a(A+ B)x — Aaxs — Baxo
- a(z — 1)(xz — z2) - azx? +bx +c

Ainsi, il suffit de prendre B = —A et A tel que Aa(z2 —x1) = 1 ce qui est toujours possible car a # 0 et x2 — z1 # 0. On a
B
+

r — T X — T2

donc bien démontré que A et B existe. De plus,  — Aln(|z — z1|) + BIn(]z — z2|) est une primitive de z —

que ce soit sur | —00;z1 [, ou sur |1 ;x2 [ ou sur |zg;+00 [
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1 1 —1
2. S’il y a une racine double, alors = ,etx —» — x
ar? +br+c a(x — x0)? a T — To

en est une primitive sur | -00;xo [ ou
sur | xo;+00 [.

3. S’il n’y a pas de racine réelle, alors le discriminant A = b*> — 4ac < 0, pour tout = € R, on a

ar’ +br+c=a 9[124-1)—$+E =al|x +2><x><i+ b 2+£— b : =a gs-i—i 2+M
B a a 2a 2a a 2a B 2a 4a?

b - —A 1 1 1
= = == - Il x— P
et en posant e a et f = 4 Tz T da > 0. On obtient que pour tout x € R, P itiie _a X GreZt] osons
alors la fonction F': x — \1/7 arctan ( ) Par composée de fonctions dérivables sur R, F' est dérivable sur R et pour
a
tout = € R,
1 1 1 1
F'(z) = — X5 == X ——————
(=) = \f f +(z+e>2 a (z+e?+f
VT
Par conséquent, F' est bien une primitive de x — 2; sur R.
ax? 4+ br + ¢
Exemples 5 E écisant les int lles, détermi d imitives d ! 1
X . e En précisant les intervalles, déterminer des primitives de v — —/————, 2 —» ——F7——
P P P 2%+ do — 12 22t dr+4
1 < d 4r + 3
—» ———— puisdex —» ————
P+ 4r+10 " 22 1 dz — 12
1
e Calculer J — dz.
s l—=x
1.5 Calculs d’intégrales par intégrations par parties
ij Théoréme n° 3 : intégration par parties
b b
: 1 . 2 . _ b
Soit (u,v) € €'([a;b],K)?, alors : J ' (z)v(z) de = [u(z)v(x)], —J u(z)v'(z) dz
a a

Démonstration du théoréme n° 3 : Comme (uv) = u'v + uv’ il vient par linéarité de I'intégrale :
b b b
f (wv)'(z) dz = f o (z)v(z) dz + J w(z)v'(z) dz
a a a

Or wv est une primitive de (uv)’, ainsi :

b b
f o (z)v(z) dz + f u(ax)v' (z) dz = [(w)]”

Des lors,
b

f " ()o(e) o = [u(@)e(@)]’ — J w(@)' (z) dz

a

2 2
Exemples 6. e (Calculer J ze® dz et f z%e® dx.

1 1
e Calculer une primitive de In et de arctan.

Remarque 3. Les IPP sont souvent utiles lorsque la dérivée d’une fonction est plus «simple» que la fonction elle-méme.

1.6 Changement de variable
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Démonstration du théoréme n°4 :
e Comme f est continue sur ¢([a;b]), d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse, f admet au moins une primitive, notée
»(b)
F.Alors, | f(2) do = F(o(b)) - F(¢(a))
»(a)
e Remarquons que, par composée, F o ¢ est dérivable et (F o) = ¢’ x (F' o) = ¢’ x (f o). Ainsi, F o ¢ est une primitive
b

de (f o) x ¢, par conséquent, J Fle®)@' (t) dt = (F o p)(b) — (F o p)(a).

a
Ainsi, les deux intégrales sont égales. n

/“ Comment effectuer un changement de variable ?
Dans une intégrale a calculer dont la variable est t. Poser une nouvelle variable x en fonction de ¢. Il faut ne pas
oublier chacune de ces trois étapes :
e Dans 'intégrande, remplacer les ¢ par leur valeur qui dépend de x. Attention, soit la variable est ¢ et dans
ce cas-la, il n’y a pas de x, soit la variable est x et dans ce cas-la il n’y a pas de t.
e Changer les bornes : si ¢t vaut une des bornes, calculer la nouvelle borne correspondante en x (le faire pour
les deux bornes).
e Enfin, si x = ¢(t), par dérivation, dz = ¢'(t) dt, vous permet de remplacer d¢ par sa valeur en dz.

Exemples 7. A l’aide de changement de variables du type x = In(t)/e?/t2/+/t/ cos(t)/sin(t),

2 4 /2 2
1 t
1. calculer J —dt 2. calculer J eVe dx 3. calculer J CO_S *) de
1 ch(t) 1 =3 sin(t)
1 1
4. calculer une prlmltlve de t — \/i 1 et de z — m

Solution des exemples 7 :

2 2

1 2dt d

1. J ——dt =J ——— . onpose x =e?, alors de = e’ dt = 2 dt, donc dt = —x, ainsi
1 ch(t) pet+et T

2 e 2 e 2
1 2 2
L ch(t) ar= Jl m% = fl 722 dz = [2 arctan(w)]i? = 2arctan(e?) — 2arctan(e ')

e

1 1
2. On pose t = 4/, alors dt = —= dz = o dz, dz = 2t dt, ainsi :

2y/x

4 2 ) 2 )
f eV®dr = f efordt = [et2t]1 ff e'2dt = 4e? —2e! — [Zet]l = 2¢?
1 1 1

3. On pose u = cos(t), alors du = —sin(t) d¢, soit dt = ;du’ donc ,dt = —Zdu =— du = — du , ainsi
sin(t) sin(t)  sin?(t) 1—cos?(t) 1—u?

J%COSQ(t)dt_foug—du _f§u2—1+1du_f§_1+ 1 du
z sin(t) - 1 1—u? ), 1—u? b 1—wu?
Or, il existe (A, B) € R? tel que pour tout u € R\{1, —1},

1 1 A B

1—u2  (1—u)(1+u) 1—u+1+u

1
En multipliant par 1 — u et en faisant v — 1, on trouve A = > en multipliant par 1 + u et en faisant v — —1, on trouve

B—lainsi#—lx 1 +l>< 1 donc
X 1—w?2 27 1—u 27 144
% sin?(¢) 1 1 3
dt = —u — = In(|1 — = 1In(1
Jg cos(t) u 2n(\ u\)+2n( +u)]0
1 1 1
= —=—-1In(1/2) + = In(3/2
S =3 I(1/2) + 51n(3/2)

1

=

—~

3

o=
|

—
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dx
Vr+1

t 1 1
4. On cherche a calculer J . On pose u = \/z, du = ——= dz = — duz, alors dz = 2u du, alors
2y/x 2u

: Vi _ Vi
dei1=f 2udu _ 2ut 2 2du=f 2ut2 2 gy = 2u—2m(fu+ 1))V = 2vi - 2ln(vE+ 1)
T

u+1 u+1 u+1 u+1
1
Ainsi, t — 2/t — 2In(+/t + 1) est une primitive de ¢ — sur R*.
VE+1
T T
5. On cherche & calculer f o = J 1 X L On pose u = ﬂ, alors du = ﬂ, donc dt = 3 du, ainsi
t+1)2+9 3 3

9 1+ ﬂ ’
3
x+1

jzdt_ngli’)du_ 1arctan(u) ’ —larctan el
(t+1)2+9 9(1+u2) |3 T3 3
N
(z+1)2+9

1 1
Ainsi, z — 3 arctan (%) est une primitive sur R de x —

2 Equation différentielle linéaire du premier ordre

2.1 Définition

On se fixe I un intervalle quelconque de R.

)
Déﬁnition d’une équation différentielle linéaire du premier ordre

Soit (a,b) € €°(1,K)2. On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre I’équation d’inconnue la
fonction y : Y +a(x)y =b(z) (F)
Si f est une fonction dérivable sur I telle que, pour tout x € I, f'(z)+a(x) f(z) = b(z), on dit que f est une solution
de l’équation différentielle (E). On note souvent Sg ’ensemble des solutions de (E).

Exemples 8. e L’équation y' — y = In(x)e” est une équation différentielle linéaire du premier ordre sur | 0;1].

1
xIn(x)
e Vérifier que 2 — In(z)e” est une solution de cette équation.

e 2y’ + 2y = e” n’est pas vraiment une équation différentielle linéaire du premier ordre a cause du terme zy’ (on dit
que c’est une équation différentielle non normalisée). Pour la résoudre, on divise par z sur un intervalle olt = ne
s’annule pas. Il faudra donc travailler sur R* | puis faire le méme travail sur R*. En effet, R* n’est pas un intervalle.

Remarque 4. La notation en usage mélange fonctions et nombre dans I’équation différentielle, ce qui est bien malheureux.
Il faut bien avoir en téte que cet abus n’est toléré que pour écrire I’équation que ’on est en train de traiter. Si vous voulez
vérifier quune fonction f est solution d’une équation, il faudra écrire, «pour tout « € I, f/'(z) + a(x)f(z) = ... = b(z)»

I
Déﬁnition de I’équation homogeéne
| Soit une EDL du premier ordre 3’ + a(x)y = b(x). L’équation homogeéne associée est ¥ + ay(z) = 0.

2.2 Résolution des équations différentielles linéaire du premier ordre

[/ oy . ’ . ’ . . ’ . . 2’ . . ~
-: Proposition n° 2 : résolution des équations différentielles linéaires du premier ordre homogéne

Soit ¥’ + a(x)y = 0 avec a € €°(I,K) et A une primitive de a sur I. Les solutions de cette EDL homogéne sont
exactement les fonctions de la forme z +— Ce~4(®) ou C' e K Sy = {x > Ce= 4@ avec C e K}.
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Démonstration de la proposition n°2 : Posons f: z — Ce~4®

sont dérivables, par composition, f est dérivable et pour tout = € R,

ou C € R et montrons que f est solution. Comme A et exp

F(@) +a(@)f(z) = —CA (z)e ) 4 a(z)Ce ™) = —Ca(x)e ™) + a(z)Ce ™) =0

Ainsi, f est solution de I’équation.
Réciproquement, soit f une solution de I’équation. Posons g: z — f (m)eA(x), g est dérivable par produit et par composition et
pour tout x € I :
¢(@) = @) @ + f@)A @) @ = (~a@)f(@)e @ + f(@)a(@)e ™ = 0

La dérivée de g étant nulle sur I'intervalle I, g est constante. Notons C' la constante : pour tout = € I, f (ac)eA(") = C'. Par conséquent,
on obtient f: 2 — Ce ~4® ayec C e K. |

Exemples 9. e Résoudre sur R, 3/ + zy = 0 puis 3y — 1 f 5 =0
x
e Si a est une constante, les solutions de 3’ + ay = 0 sont de la forme x — Ce ™% avec C € K.

iJ Proposition n° 3 : ensemble des solutions & partir d’une solution particuliére

Considérons 'EDL : y' + a(z)y = b(z) (F). Supposons que l'on ait une solution particuliére notée yp. Alors les
solutions de (FE) sont exactement les fonctions de la forme yp + yg ot yg € Sy : Sg ={yp +yu |yu € Su}.

iJ Proposition n° 4 : variation de la constante

Considérons 'EDL : 3 + a(z)y = b(x). Il existe une solution particuliere yp: x — C(z)e =4 ot C est une
fonction dérivable sur 1.

Démonstration de la proposition n°4 : Soit C une fonction dérivable sur I. Posons yp: x — C(:c)efA(m, par produit de
fonctions dérivables, yp est dérivable sur I et pour tout xz € I :

yp' () + a(@)yp = C'(x)e @ + C(z)(—A'(z))e @ + a(x)C(z)e ) = ' (z)e 4™

Ainsi, yp est une solution particuliére ssi pour tout z, C’(z) = b(z)e*®. Ainsi, fixons C' une primitive de z — b(z)e*® (existe

—A(z)

car b x e est une fonction continue sur I). yp: z — C(z)e est une solution particuliere. |

3

1
Exemple 10. Résoudre 3y’ + Ey = z° sur R*.

iJ Proposition n°5 : principe de superposition
| Soient deux EDL : ¢/ + a(x)y = b1(x) (E1) et ¥’ + a(x)y = ba(x) (E2). Si y1 (resp. y2) est une solution de (E1)
(resp. de (F2)) et (A, p) € R?, alors \y; + pys est une solution particuliere de y' + a(x)y = Aby(x) + uba(z).

1J Théoréme n° 5 : existence et unicité de la solution au probléeme de Cauchy

Soit (a, b, ro,y0) € €°(I,K)? x I x K. Le probléeme de Cauchy : v/ + a(x)y = b(z) et y(x) = yo admet une unique
solution sur I.

3

1
Exemple 11. Résoudre 3 + Sy=a sur R*. avec la condition y(1) = 5.

3 Equation différentielle linéaire du second ordre i coefficients constants

<>
Deﬁmtlon d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants

Soient a,b e K et f € €°(I,K). L’équation y” + ay’ + by = f(z) (E) est appelée équation différentielle linéaire
du second ordre a coefficients constants. Une solution de (E) est une fonction g: I — K deux fois dérivable
telle que, pour tout = € I, ¢"(x) + ag’(z) + bg(x) = f(z). L’équation homogéne associée & cette EDL est
y' +ay +by=0 (H).
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Exemple 12. L’équation différentielle 3" + 2y’ + 4y = e® est linéaire du second ordre & coefficients constants.

' ’ oy . ’ . ’ . . .,
Deﬁnltlon de I’équation caractéristique associée

Soit " + ay’ + by = 0 (H) une EDL homogéne du second ordre & coefficients constants. On appelle équation
caractéristique associée a (H) 7> +ar +b =0

Démonstration du théoréme n° 6 : Soient r1 et 2 les deux solutions de I’équation caractéristique (éventuellement égales et/ou
complexes). Soit y: I — K une fonction deux fois dérivable. Posons u: x +— e ~"*®y(z), alors u est deux fois dérivables et :

o y:x— e u(x) o y:ixz— e (riu(z) +u'(x)) o 'z e (r 2u(z)+ 2 (v) +u ()
Alors :

VeeR  y'(z) +ay(z) +by(x) = e [(r’u(z) +2rmu'(z) + u’(z)) +a (e (riu(z) + u'(z))) + bu(z)]

e | u(z)(r® + ary + b) + o/ (z)(2r1 + N Y+ o () | = v (z)(r1 —r2) +u”(z)
=—ri—ra
Ainsi, y est solution de (H) ssi v'(r1 — r2) + u” = 0 (EDL homogene d’ordre 1 dont v’ est Iinconnue). Distinguons les cas :
1. S’il y a deux racines distinctes dans KK, alors y est solution de (H) ssiu’: z +— Ce (r2=71)% qvec O e Kssiu: o — Coe 277 4
avec (C1,C2) € K? ssi y: x +> Cae™® + Cre™”
2. Sl y a une racine double dans K, alors r1 — ro = 0, ainsi y est solution de (H) ssi v”: x — 0 ssi u: z — Ciz + Cs avec
(C1,C2) e K% ssiy: x+— (Crz + Co)e™”
3. SiK=Ret A <0.Siy est une solution réelle, alors y est une solution complexe, en particulier, grace au cas 1, il existe
(C1,C2) € C? tel que y: & +— Cre™® 4 C2e™". On obtient alors que pour tout z € R :

Ci + Cs
2

C1

y(m) — Cle(a+i5)m + CZe(a—iﬁ)m —oo® (Cleiﬁm + C2e—in) —oo® ( cos(ﬂm) + %C’Qisin(ﬂx)>

s

Ainsi, y: © — e (Acos(Bz) + Bsin(Bz)) avec (A, B) € C2. Seulement, y(0) = A e Ret y <25

) =e®"?B e R, B € R,

ainsi y: z — e “*(Acos(Bz) + Bsin(Bz)) avec (A, B) € R?.

Réciproquement si y: = — e*®(Acos(Bz) + Bsin(8z)) avec (A, B) € R?, alors y est bien une fonction & valeurs réelles et en
remplacant cos et sin par les formules d’Euler, on obtient que y: 2 — Cie™® + Cae™" avec (C1,C2) € C? donc que y est
solution de I’équation différentielle en appliquant le point 1. |

Exemples 13. Résoudre les équations différentielles suivantes :
Loy —4y +4y =0 2.y =3y +9y =0 3.y +5y +4y =0

ij Proposition n°6 : ensemble des solutions a partir d’une solution particuliére
Soit ¥ + ay’ + by = f(z) (F) une EDL d’ordre 2 & coefficients constants définie sur I. Si yp est une solution
particuliére de (F) alors les solutions de (E) sont exactement les fonctions de la forme : yg + yp avec yg solution
de I'équation homogene associée (H). Ainsi, Sg = {yy + yp | yu € Su} .
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’L'J Proposition n° 7 : principe de superposition
| Siy/+ay,+bys = f1et yd+ayb+bys = fa, alors pour (A, i) € K2, Ady1 4 pys est solution de y” +ay’ +by = \f1+ufo.

Remarque 5. Vous ne saurez pas résoudre y” + ay’ + by = f avec (a,b) € K? et f quelconque sauf cas particuliers.

)
Déﬁnition de la multiplicité d’une racine

Considérons une équation du second degré az? + bz + ¢ = 0 (avec a # 0) et r € C.
e Si r est une racine double, on peut factoriser par (x — r)?, on dit que la multiplicité de r est 2.
e Si r est une racine mais pas double, on peut factoriser que par (z —7)!, on dit que la multiplicité de r est 1.
e Sir n'est pas une racine, on peut factoriser que par (xr —r)? = 1, on dit que la multiplicité de r est 0.

c’_fj Proposition n° 8 : solution particuliére pour certains seconds membres (principe de ressemblance)\

Pour les fonctions f présentes dans ce tableau, 1’équation différentielle y” + ay’ + by = f (avec (a,b) € K? et
d’équation caractéristique r2 + ar + b = 0 noté EC), admet une solution particuliere de la forme indiquée :

Sif:xm—... m multiplicité de | Il existe une solution particuliere z — ...
Ae®T avec (A,w) € K2 w dans 'EC x"™ Be“* avec B e K
Acoswr + Bsinwz avec (a,b, A, B,w) € R® iw dans 'EC 2™(C coswz + Dsinwz) avec (C, D) € R?
> apz® avec ap € K 0 dans 'EC ™ Y bpa avec b, € K
k k=0 k=0 }

Démonstration de la proposition n°8 :
e Si f:x— Ae“® avec A € K et que w est de multiplicité 0 dans 'EC (autrement dit w n’est pas racine de 'EC). Posons
g: x — Be®® avec B e K. Alors, ¢': & — Bwe®® et ¢”: x — Bw?e*®, alors pour tout z € R,

g’ (x) + ag' (z) + bg(z) = B(w’ + aw + b)e“”
A A

———  Ainsi, z > ————e“®
w2 +aw+b ’ w2 +aw+b

Remarquons que w? + aw + b # 0. Ainsi, g est solution de I’équation ssi B = est

une solution particuliere de I’équation différentielle.

e Si f:xz— Ae®” avec A € K et que w est de multiplicité 1 dans PEC (autrement dit w est racine de I'EC et il existe une
seconde racine notée w’). Posons g: & — Bxe“” avec B € K. Alors, ¢': &+ Be“"(1 +wzx) et ¢": x — Be“®(w?x + 2w), alors
pour tout x € R,

9" (z) + ag'(z) + bg(z) = Be“” (z(w” + aw + b) + (2w + a)) = (w — w')Be“”

Ainsi, comme w — w’ # 0, on prend B = Des lors, on a prouvé que x — -re“” est une solution particuliére de
w

—w’ w—w
I’équation différentielle.
e Si f:x — Ae“® avec w racine double de PEC. Posons alors g: 2 — Bz?e*?, alors ¢': © — ¢“"B (2$ + wx2) et ¢":x —

Be“"(2 + 4xw + w? + 2?), alors pour tout z € R,

g"(z) + ag'(z) + bg(x) = Be“" (1'2((4}2 + aw + b) + z(4w + 2a) + 2) = 2Be™”

A A
On prend alors B = 5 ainsi & — —xz%e“? est une solution particuliére.
o Considérons (a,b, A, B,w) € R%. D’aprés les formules d’Euler, pour tout = € R,
A— iBem n A+ iBe
2 2

A cos(wz) + Bsin(wz) = TI9T = Re ((A — iB)e'“")

En appliquant la résolution de ’équation différentielle avec un second membre en exponentielle, il existe une solution de
I’équation y” +ay’ +by = (A—iB)e'® dela forme g: z +— 2™ Ee'“” avec m la multiplicité de iw dans ’équation caractéristique.
Ainsi, pour tout = € R, g”(x) + ag’(x) + bg(x) = (A —iB)e'“. En prenant la partie réelle et en utilisant le fait que a et b soit
réel, on obtient

Re(g"(x)) + aRe(g'(z)) + bRe(g(x)) = Acos(wz) + Bsin(wz)

Or, Re(g'(z)) = Re(g)'(z) et Re(g”(z)) = Re(g)”(z). Notons h = Re(g), on a ainsi, pour tout x € R
R"(x) + ah/(z) + bh(x) = Acos(wz) + B sin(wz)
Avec, h(x) = Re(g(x)) = Re(x™Ee'“") en écrivant E et e'“” sous forme algébrique et en faisant le produit, on obtient que

h(z) = 2™(C cos(wz) + Dsin(wz)) avec (C, D) € R
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n
e Supposons que f: z— Y, arz® et que 0 ne soit pas racine de 'équation caractéristique, en particulier, b, qui vaut le produit
k=0

n
des racines, n’est pas nul. On pose g: © +— Y, brz”, alors, pour tout z € R :
k=0

g(ﬂﬁ)=bo+blm+b2$2+b3$3+...+bk$k+...+bn$n

n—1
g () = 0+ by + 2baz + 3b3x? &+ ... L bk 4. b = Z brt1(k + l)mk
k=0
n—2
g"(x) = 2b2 + 6bsw + ... + bpk(k — 12" 2 + .+ n(n— Dbz 2 = Y brya(k +2)(k + Da®
k=0
Ainsi, pour tout z € R :
g"(x) + ag' (z) + bg(x) = buz™ + (abun + bb,_1) Z (brso(k 4+ 2)(k + 1) + abry1(k + 1) + bbg) z*

n
Comme on veut que cette somme vaille )] akmk, il suffit de prendre b,, = a,, puis de choisir b,,—1 tel que ab,n+bb,—1 = an—1
k=0
ce qui est toujours possible, il suffit de résoudre cette équation dont (b,,—1 est I'inconnue, et cette équation a bien une solution
car b # 0). Ensuite on cherche b,,—» telle que byn(n—1)+ab,—1(n—1)+bby = an—2 (ce qui est possible car b # 0), en remontant
les inconnues, si bi+2 et by+1 sont connues, on trouve la valeur de by en résolvant byi2(k+2)(k+1)+ abry1(k+1) +bbr = a.
On trouve ainsi tous les by et donc une fonction g: x — Y bra” soit solution.

k=0
e Supposons que 0 soit racine simple de ’équation caractéristique. Notons r l’autre racine, alors b=0xr =0et —a=7r+0

donc a # 0. On pose g: © — x Y, bra®, alors, pour tout z € R :
k=0

k=0
g'(x) = > be(k+1)
k=0
n n—1
g"(@) = > bk + Dk = 37 by (k + 2)2”
k=1 k=0
Ainsi, pour tout z € R :
n—1
g"(z) + ag'(z) = abp(n + Dz" + Z (abk(k + 1) + bri1 (k +2)) 2"
k=0

Comme on veut que cette somme vaille | akmk, il suffit de prendre b, tel que ab,(n +1) = a, ce qui est possible car a # 0.
k=0
Ensuite, si bx11 est connu, il suffit de résoudre aby(k + 1) + br+1(k + 2) = ax pour trouver la valeur de by On trouve ainsi

tous les by et donc une fonction g: z — = 3 bra” soit solution.
k=0

n
e Si f(z)= > arz” avec ar € K et que 0 est racine double de 'équation caractéristique, alors 0 + 0 = —a et 0 x 0 = b, ainsi
k=0
l’équation différentielle est y” = f. Posons

. i ax i ak;v +2
g k+2)k+1 = (k+2)( (k+2)(k+1)

Pour z e R, ¢"(z) = 3} axz® = f(x), ainsi, g est une solution particuliére de I’équation différientille. [ |

Exemples 14. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1
1. ¥/ =3y +2y = ieg” 2. y" — 2y + y = cos(2t) 3.y =3y +2y=222—4 4. y" +9y = 8e3 —cos(3x)

iJ Théoréme n° 7 : existence et unicité de la solution au probléme de Cauchy (admis)

Soit (a, b, yo,y1, %o, f) € K* x I x €°(I,K). Le probléeme de Cauchy : y” +ay’ + by = f(x), y(z0) = vo, ¥ (z0) = y1
admet unique solution sur I.
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