
Correction de l’exercice 1.

Correction de l’exercice 2.

Correction de l’exercice 3. Soit n P N˚ et θ P s 0 ; 2π r. Pour tout x P R, sinp2xq “ 2 cospxq sinpxq. Ainsi, si

sinpxq ‰ 0, alors cospxq “
sinp2xq

2 sinpxq
. Ici, pour k ě 1, appliquons cette formule à x “

θ

2k
P s 0 ; π r donc sinpxq ą 0,

on obtient :
n

ź

k“1
cos

ˆ

θ

2k

˙

“

n
ź

k“1

¨

˚

˚

˝

sin
` 2θ

2k

˘

2 sin
ˆ

θ

2k

˙

˛

‹

‹

‚

“
1
2n

n
ź

k“1

¨

˚

˚

˝

sin
`

θ
2k´1

˘

sin
ˆ

θ

2k

˙

˛

‹

‹

‚

“
1
2n

sin pθq

sin
ˆ

θ

2n

˙

Correction de l’exercice 4. On développe par le binôme de Newton :

p1 ` xqn ´ p1 ` nxq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xk1n´k ´ p1 ` nxq “

n
ÿ

k“2

ˆ

n

k

˙

xk `

ˆ

n

0

˙

x0 `

ˆ

n

1

˙

x1 ´ p1 ` nxq “

n
ÿ

k“2

ˆ

n

k

˙

xk ě 0

Correction de l’exercice 5.

Correction de l’exercice 6.

Correction de l’exercice 7. 1. Posons j “ 2n`1´k Lorsque k “ 0, j “ 2n`1 et lorsque k “ n, j “ n`1,

ainsi, Sn “
2n`1
ř

j“n`1

` 2n`1
2n`1´j

˘

.

2. En utilisant successivement la valeur de Sn trouvée à la question précédente, la symétrie des coefficients
binomiaux puis la formule du binôme de Newton, il en découle que :

2Sn “

n
ÿ

k“0

ˆ

2n ` 1
k

˙

`

2n`1
ÿ

j“n`1

ˆ

2n ` 1
2n ` 1 ´ j

˙

“

n
ÿ

k“0

ˆ

2n ` 1
k

˙

`

2n`1
ÿ

k“n`1

ˆ

2n ` 1
k

˙

“

2n`1
ÿ

k“0

ˆ

2n ` 1
k

˙

1k12n`1´k “ p1 ` 1q2n`1 “ 22n`1

En divisant par 2, on obtient que Sn “ 22n.

Correction de l’exercice 8. 1. Comme |1 ` i| “
?

2, 1 ` i “
?

2
ˆ

1
?

2
`

i
?

2

˙

“
?

2e i π
4 . Ainsi, z “

p1 ` iq2n “ p
?

2e i π
4 q2n “ 2ne i n π

2

2. Développons z par la formule du binôme de Newton

z “ p1 ` iq2n “

2n
ÿ

k“0

ˆ

2n

k

˙

12n´kik “

n
ÿ

k“0

ˆ

2n

k

˙

ik “

2n
ÿ

k“0
k pair

ˆ

2n

k

˙

ik `

2n
ÿ

k“0
k impair

ˆ

2n

k

˙

ik

“

n
ÿ

j“0

ˆ

2n

2j

˙

i2j `

n´1
ÿ

j“0

ˆ

2n

2j ` 1

˙

i2j`1 “

n
ÿ

j“0

ˆ

2n

2j

˙

p´1qj ` i
n

ÿ

j“0

ˆ

2n

2j ` 1

˙

p´1qj

“ Sn ` iTn

Ainsi, par identification des parties réelles et imaginaires, on a :

Sn “ 2n cos
´nπ

2

¯

et Tn “ 2n sin
´nπ

2

¯

Correction de l’exercice 9. 1. Si x ‰ 1, alors
n
ř

k“0
xk “

xn`1 ´ 1
x ´ 1 (somme des termes d’une suite géomé-

trique de raison x ‰ 1). Si x “ 1, alors
n
ř

k“0
xk “ n ` 1.
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2. Posons f : x ÞÑ
n
ř

k“0
xk “

xn`1 ´ 1
x ´ 1 . Comme f est polynomiale, f est dérivable sur R. Mais on peut aussi

dériver f comme un quotient de deux fonctions dérivables sur Rzt1u dont le dénominateur ne s’annule
pas sur Rzt1u. Ainsi, pour x ‰ 1 :

n
ÿ

k“1
kxk´1 “

pn ` 1qxnpx ´ 1q ´ pxn`1 ´ 1q

px ´ 1q2 “
nxn`1 ´ pn ` 1qxn ` 1

px ´ 1q2

Attention, le terme de la somme pour k “ 0 est 1 quand on le dérive, sa dérivée est nulle, c’est pour ça
qu’on a fait partir la somme à 1 et non à 0. En multipliant par x, on obtient

n
ÿ

k“1
kxk “

nxn`2 ´ pn ` 1qxn`1 ` x

px ´ 1q2

On s’aperçoit que le terme pour k “ 0 est nul, on peut donc le rajouter. Pour tout x ‰ 1
n

ÿ

k“0
kxk “

nxn`2 ´ pn ` 1qxn`1 ` x

px ´ 1q2

Pour x “ 1
n

ÿ

k“0
kxk “

n
ÿ

k“0
k “

npn ` 1q

2

3. Considérons g : x ÞÑ
n
ř

k“0
e kx “

n
ř

k“0
pe xqk Si x ‰ 0, on reconnaît la somme des termes d’une suite géomé-

trique de raison e x ‰ 1, ainsi, gpxq “
e pn`1qx ´ 1

e x ´ 1 . En dérivant g sur Rzt0u avec les deux expressions

obtenues, on obtient :
n
ř

k“1
ke kx “

ppn ` 1qe pn`1qxpe x ´ 1q ´ e xpe pn`1qx ´ 1q

pe x ´ 1q2 Encore une fois, le terme

pour k “ 0 est nul, ainsi,
n

ÿ

k“0
ke kx “

ne pn`2qx ´ pn ` 1qe pn`1qx ` e x

pe x ´ 1q2

Pour x “ 0,
n
ř

k“0
ke kx “

n
ř

k“0
k “

npn ` 1q

2 .

Correction de l’exercice 10.

Correction de l’exercice 11. En remplaçant le cosinus par la partie réelle de l’exponentielle complexe, puis
en utilisant la formule de Moivre, on reconnaît un binôme de Newton. Puis on calcule la partie réelle de ce
complexe avec la technique de l’angle moitié :

S “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

Repe i kθq “ Re
˜

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

pe i θqk1n´k

¸

“ Re
´

p1 ` e i θqn
¯

“ Re
´´

e i θ
2

´

e ´i θ
2 ` e i θ

2

¯¯n¯

“ Re
ˆ

e i nθ
2

ˆ

2 cos
ˆ

θ

2

˙˙n˙

“ 2n cosn

ˆ

θ

2

˙

cos
ˆ

nθ

2

˙

Correction de l’exercice 12.

Correction de l’exercice 13. 1. Comme x ÞÑ
?

x est strictement croissante sur R` et que 1 ă 3 ă 4, on
en déduit que

?
1 ă

?
3 ă

?
4. Dès lors, 2 ´

?
3 ą 0. Et ´

?
3 ą ´1, ainsi 2 ´

?
3 ą 1. Ceci prouve que

2 ´
?

3 P s 0 ; 1 r.
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2. On développe par la formule du binôme de Newton, en séparant les termes d’indices pairs et impairs :

p2 `
?

3qn “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

p
?

3qk2n´k “

n
ÿ

k“0
k pair

ˆ

n

k

˙

p
?

3qk2n´k `

n
ÿ

k“0
k impair

ˆ

n

k

˙

p
?

3qk2n´k

“

Ep n
2 q

ÿ

p“0

ˆ

n

2p

˙

p
?

3q2p2n´2p `

Ep n´1
2 q

ÿ

p“0

ˆ

n

2p ` 1

˙

?
32p`12n´2p´1

“

Ep n
2 q

ÿ

p“0

ˆ

n

2p

˙

3p2n´2p `
?

3
Ep n´1

2 q
ÿ

p“0

ˆ

n

2p ` 1

˙

3p2n´2p´1

Posons :

an “

Ep n
2 q

ÿ

p“0

ˆ

n

2p

˙

3p2n´2p P Z et bn “

Ep n´1
2 q

ÿ

p“0

ˆ

n

2p ` 1

˙

3p2n´2p´1 P Z

de sorte que 2 `
?

3 “ an `
?

3bn.
3. Appliquons à nouveau la formule du binôme de Newton

p2 ` p´
?

3qqn “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

p´
?

3qk2n´k “

n
ÿ

k“0
k pair

ˆ

n

k

˙

p´
?

3qk2n´k `

n
ÿ

k“0
k impair

ˆ

n

k

˙

p´
?

3qk2n´k

“

Ep n
2 q

ÿ

p“0

ˆ

n

2p

˙

p´
?

3q2p2n´2p `

Ep n´1
2 q

ÿ

p“0

ˆ

n

2p ` 1

˙

p´
?

3q2p`12n´2p´1

“

Ep n
2 q

ÿ

p“0

ˆ

n

2p

˙

p3qp2n´2p ´
?

3
Ep n´1

2 q
ÿ

p“0

ˆ

n

2p ` 1

˙

3p2n´2p´1 “ an ´
?

3bn

4. Comme 2 ´
?

3 P s 0 ; 1 r, p2 ´
?

3qn ÝÝÝÑ
nÑ8

0. Ainsi,

sinpp2 `
?

3qnπq “ sinppan ` bn

?
3qπqq “ sinp´pan ´ bn

?
3qπ ` 2πanq “ ´ sinpp2 ´

?
3qnπq ÝÝÝÑ

nÑ8
0

En effet, la fonction sin est continue en 0.
Correction de l’exercice 14.
Correction de l’exercice 15.
Correction de l’exercice 16. 1. Remarquons que pour x P R, x2 ` x ` 1 ‰ 0 (car c’est un polynôme de

degré 2 dont le discriminant est strictement négatif). Cette remarque, nous permet de poser, pour x P R

fpxq “ arctan
ˆ

1
x2 ` x ` 1

˙

´ arctanpx ` 1q ` arctanpxq

Comme, arctan, x ÞÑ
1

x2 ` x ` 1 , x ÞÑ x`1 sont des fonctions dérivables, par composée, x ÞÑ arctan
ˆ

1
x2 ` x ` 1

˙

,

x ÞÑ arctanpx`1q sont dérivables sur R. Par somme et différence de fonctions dérivables, f est une fonction
dérivable sur R. De plus, pour tout x P R :

f 1pxq “
´p2x ` 1q

px2 ` x ` 1q2 ˆ
1

1 `

ˆ

1
px2 ` x ` 1

˙2 ´
1

1 ` px ` 1q2 `
1

1 ` x2

“
´p2x ` 1q

px2 ` x ` 1q2 ` 1 `
´p1 ` x2q ` 1 ` px ` 1q2

p1 ` px ` 1q2qp1 ` x2q

“
´p2x ` 1q

2 ` 2x ` 3x2 ` 2x3 ` x4 `
2x ` 1

p2 ` 2x ` x2qp1 ` x2q

“ 0

devilliers.loic@gmail.com PCSI du Lycée Lavoisier, 24-25, TD6 3

devilliers.loic@gmail.com


Ainsi, f 1 est nulle sur l’intervalle R, ainsi f est une fonction constante sur R. Ainsi, pour tout x P R,

fpxq “ fp0q “ arctanp1q ´ arctanp1q ` arctanp0q “ 0

Par conséquent, pour tout x P R, arctan
ˆ

1
x2 ` x ` 1

˙

“ arctanpx ` 1q ´ arctanpxq.

2. En utilisant la question précédente et en reconnaissant une somme télescopique :

Sn “

n
ÿ

k“0
arctan

ˆ

1
k2 ` k ` 1

˙

“

n
ÿ

k“0
arctanpk`1q´arctanpkq “ arctanpn`1q´arctanp0q “ arctanpn`1q ÝÝÝÑ

nÑ8

π

2

Correction de l’exercice 17. 1.
ř

0ďi,jďn
1 “

n
ř

i“0

n
ř

j“0
“

n
ř

i“0
pn ` 1q “ pn ` 1q2

2.
ř

0ďiďjďn
1 “

n
ř

j“0

j
ř

i“0
1 “

n
ř

j“0
pj ` 1q “ pn ` 1q

1 ` pn ` 1q

2 “
pn ` 1qpn ` 2q

2

3.
ř

1ďiăjďn
1 “

n
ř

j“2

j´1
ř

i“1
1 “

n
ř

j“2
j ´ 1 “ pn ´ 1q ˆ

1 ` pn ´ 1q

2

4.
ř

0ďi,jďn
xi`j “

n
ř

i“0

n
ř

j“0
xi`j “

n
ř

i“0
xi

n
ř

j“0
xj “

ˆ

n
ř

i“0
xi

˙2
Si x “ 1, alors

ř

0ďi,jďn
xi`j “ pn ` 1q2 Si x ‰ 1, alors

ř

0ďi,jďn
xi`j “

ˆ

1 ´ xn`1

1 ´ x

˙2
.

5.
ř

0ďiďjďn

i

j ` 1

6.
ř

0ďi,jďn
pi ` jq2

7.
ř

0ďiăjďn
ij

8. Posons Sn la somme, alors :

Sn “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
pi ` jq “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
i `

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
j “

n
ÿ

i“1
ni `

n
ÿ

i“1

npn ` 1q

2 “ n
n

ÿ

i“1
i `

n
ÿ

i“1

npn ` 1q

2

“ n ˆ
npn ` 1q

2 `
npn ` 1q

2 ˆ n “ n2pn ` 1q

9. Notons Tn la somme, alors en séparant les cas j ď i et j ą i, on obtient :

Tn “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
minpi, jq “

n
ÿ

i“1

˜

i
ÿ

j“1
minpi, jq `

n
ÿ

j“i`1
minpi, jq

¸

“

n
ÿ

i“1

i
ÿ

j“1
j `

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“i`1
i “

n
ÿ

i“1

ipi ` 1q

2 `

n
ÿ

i“1
ipn ´ iq

“

n
ÿ

i“1

´1
2 i2 `

ˆ

n `
1
2

˙

i “ ´
1
2

n
ÿ

i“1
i2 `

ˆ

n `
1
2

˙ n
ÿ

i“1
i “ ´

1
2

npn ` 1qp2n ` 1q

6 `

ˆ

n `
1
2

˙

ˆ
npn ` 1q

2

“ npn ` 1qp2n ` 1q

„

´1
12 `

1
4

ȷ

“
npn ` 1qp2n ` 1q

6

10. Notons Vn la somme, remarquons que pour tout pi, jq P R2, minpi, jq`maxpi, jq “ i`j, ainsi, en effectuant
Vn ` Tn, on obtient par linéarité de la somme :

Vn ` Tn “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
maxpi, jq ` minpi, jq “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
pi ` jq “ Sn

Dès lors, Vn “ Sn ´ Tn “ npn ` 1q

„

n ´
2n ` 1

6

ȷ

“ npn ` 1q ˆ
4n ´ 1

6 .
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11. Notons Wn la somme, remarquons que pour tout pi, jq P R, |i ´ j| “ maxpi, jq ´ minpi, jq, ainsi, en
effectuant Tn ´ Vn, on obtient :

Vn ´ Tn “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
maxpi, jq ´ minpi, jq “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1
|i ` j| “ Wn

Dès lors, Wn “ Vn ´ Tn “
npn ` 1q2

3 .

Correction de l’exercice 18. 1. Comme la suite p2jqjPN est une suite géométrique de raison 2 :

Sn “

n
ÿ

k“0

n
ÿ

j“k

2j “

n
ÿ

k“0
2k ˆ

1 ´ 2n´k`1

1 ´ 2 “

n
ÿ

k“0

´

2n`1 ´ 2k
¯

On utilise ensuite la linéarité de la somme ainsi qu’à nouveau la valeur de la somme des termes d’une
suite géométrique :

Sn “

n
ÿ

k“0
2n`1 ´

n
ÿ

k“0
2k “ pn ` 1q2n`1 ´

1 ´ 2n`1

1 ´ 2 “ pn ` 1q2n`1 ´ 2n`1 ` 1 “ n2n`1 ` 1

2. Permutons les indices :

Sn “

n
ÿ

k“0

n
ÿ

j“k

2j “

n
ÿ

j“0

j
ÿ

k“0
2j “

n
ÿ

j“0
pj ` 1q2j

3. Considérons la somme
n
ř

k“1
k2k´1 et posons j “ k ´ 1, alors :

n
ÿ

k“1
k2k´1 “

n´1
ÿ

j“0
pj ` 1q2j “

n
ÿ

j“0
pj ` 1q2j ´ pn ` 1q2n “ Sn ´ pn ` 1q2n

“ n2n`1 ` 1 ´ pn ` 1q2n “ 2np2n ´ pn ` 1qq ` 1 “ 2npn ´ 1q ` 1

4. En utilisant le résultat de la question précédente

Tn “

n
ÿ

i“1

i`1
ÿ

k“1
k2k´1 “

n
ÿ

i“1
2i`1i ` 1 “

n
ÿ

i“1
4 ˆ i2i´1 `

n
ÿ

i“1
1 “ 4

n
ÿ

i“1
i2i´1 ` n “ 4 ˆ 2npn ´ 1q ` 4 ` n

Correction de l’exercice 19.

Correction de l’exercice 20.

Correction de l’exercice 21.

Correction de l’exercice 22.

Correction de l’exercice 23.

Correction de l’exercice 24.

Correction de l’exercice 25.

Correction de l’exercice 26. Soit n P N.

22n`1 ` 32n`1 “ 32n`1 ´ p´2q2n`1 “ p3 ´ p´2qq

2n
ÿ

k“0
3kp´2q2n´k “ 5

2n
ÿ

k“0
3kp´2q2n´k

loooooooomoooooooon

PN

Ainsi, 5 divise 22n`1 ` 32n`1.
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Correction de l’exercice 27. Soit n P N, alors

35n ´ 25n “ p35qn ´ p25qn “ p35 ´ 25q

n´1
ÿ

k“0
p35qip25qn´1´i “ 211

n´1
ÿ

k“0
p35qip25qn´1´i

loooooooooomoooooooooon

PN

Ainsi, 211 divise 35n ´ 25n et ce pour tout n P N.

Correction de l’exercice 28. Supposons n non premier alors n “ ab avec a ě 2 et b ě 2, alors 2n ´ 1 “

p2aqb ´ 1b “ p2a ´ 1q
b´1
ř

k“0
2k. Comme 3 ď 2a ´ 1 ă 2n ´ 1, 2n ´ 1 n’est pas premier. Par contraposée, si 2n ´ 1

est premier, alors n est premier.

Correction de l’exercice 29.

Correction de l’exercice 30. a est un entier naturel tel que a ě 4 ˆ 2 ´ 1 “ 7. Ainsi, a s’écrit comme un
produit de nombres premiers : a “ s1s2 . . . sr Comme a est impair, nécessairement 2 n’apparaît pas dans sa
décomposition. Ainsi tous les nombres premiers dans la décomposition de a sont impairs. Effectuons la division
euclidienne de p premier impair par 4 : p “ 4q ` r avec r P rr 0 ; 3 ss, or si r “ 0 ou si r “ 2, p est pair ce qui
est exclus. Ainsi, p “ 4q ` 1 ou p “ 4q ` 3. Supposons que tous les nombres premiers qui apparaissent dans la
décomposition de a soit de la forme si “ 4qi ` 1. Remarquons que

s1s2 “ p4q1 ` 1qp4q2 ` 1q “ 4p4q1q2 ` q1 ` q2q ` 1

est de la forme 4q̃ ` 1. ainsi, par une récurrence sur r,
r

ś

i“1
si est de la forme 4q ` 1 avec q P N Donc

a “ 4
N

ź

i“1
pi ´ 1 “ 4q ` 1

Soit 4p
N
ś

i“1
pi ´qq “ 2. Donc 4 divise 2 ce qui est absurde. Ainsi, nécessairement l’un des si est de la forme 4qi `3.

Autrement dit, il existe i0 P rr 1 ; N ss tel que si “ pi0 . Ainsi, pi0 divise a et divise
N
ś

i“1
pi, par différence,

pi0 |4
N

ź

i“1
pi ´ a “ 1

ce qui est absurde. Par conséquent, il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n ` 3.

Correction de l’exercice 31. 1. Soit n P N, 10n ´ 1 “ 10n ´ 1n “ p10 ´ 1q
n´1
ř

k“0
10k1n´1´k “ 9

n´1
ř

k“0
10k.

Comme 3 divise 9, 3 divise 10n ´ 1.
2. Par linéarité de la somme :

n ´

d
ÿ

k“0
ak “

d
ÿ

k“0
ak10k ´

d
ÿ

k“0
ak “

d
ÿ

k“0
akp10k ´ 1q

Or 3 divise 10k ´ 1 pour tout k d’après la question précédente, donc 3 divise akp10k ´ 1q et donc divise
d
ř

k“0
akp10k ´ 1q. Ainsi, 3 divise n ´

d
ř

k“0
ak.

3. Supposons que 3 divise n, alors
d
ř

k“0
ak “ n ´ pn ´

d
ř

k“0
akq est divisible par 3 comme différence d’entiers qui

le sont. Supposons que 3 divise
d
ř

k“0
ak, alors n “ pn ´

d
ř

k“0
akq `

d
ř

k“0
ak est divisible par 3 comme somme

d’entiers qui le sont.
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4. 564 487 689 231 est divisible par 3 ssi 63 est divisible par 3 ssi 9 est divisible par 3. Or, 9 étant divisible
par 3, on en conclut que 564 487 689 231 est divisible par 3.

Correction de l’exercice 32. 1. Supposons qu’il existe pu, vq P Z2 tel que au ` bv “ 1. Soit d un diviseur
positif de a et b, alors d divise au et d divise bv, par somme, d divise au ` bv “ 1 donc d “ 1. Ainsi,
PGCDpa, bq “ 1.

2. Supposons a ą b et PGCDpa, bq “ 1. Soit d un diviseur de a´b et b, alors, par somme d divise pa´bq`b “ a.
Ainsi, d divise a et b donc d “ 1. Ainsi, PGCDpa ´ b, bq “ 1.

3. Pour n “ 1, si pa, bq P rr 1 ; n ss2, alors a “ b “ 1 et a ˆ 1 ` b ˆ 0 “ 1. Ainsi, Pp1q est vraie. Soit n P N˚.
Supposons Ppnq vraie. Soit pa, bq P rr 1 ; n ` 1 ss2. Supposons PGCDpa, bq “ 1. Distinguons les cas :

‚ Si a ď n et b ď n, alors on peut appliquer Ppnq à a et b.
‚ Si a “ b “ n ` 1, alors 1 “ PGCDpa, bq “ n ` 1 ce qui conduit à n “ 0 ce qui est impossible.
‚ Si a “ n`1 et b ď n, alors, d’après la question précédente, PGCDpa´b, bq “ 1. Or a´b ď n`1´1 “ n

et b ď n, on applique donc Ppnq à a ´ b et b, il existe pu, vq P Z2 tel que pa ´ bqu ` bv “ 1. Ainsi,
au ` bpv ´ uq “ 1.

‚ Si b “ n ` 1 et a ď n, alors on applique ce qui précède en échangeant les rôles de a et b.
Ainsi, on a montré que Ppn ` 1q est vraie. Par récurrence, pour tout n P N˚, Ppnq est vraie.

4. Supposons que a divise bc et PGCDpa, bq “ 1, d’après ce qui précède, il existe pu, vq P Z2 tel que au`bv “ 1,
en multipliant par c, on a auc ` bcv “ c. Or, a divise bc donc a divise bcv, a divise auc, par somme a
divise c.

Correction de l’exercice 33. 1. Supposons que p divise ab avec p premier. Il y a deux cas :
‚ Soit p divise a et dans ce cas p divise bien a ou b.
‚ Soit p ne divise pas a. Soit d un diviseur commun à p et à a, alors, en particulier, d divise p. Cependant p

est premier, donc d “ 1 ou d “ p. Si d “ p, alors d “ p divise a ce qui est exclus. Ainsi, nécessairement,
d “ 1. Donc PGCDpa, pq “ 1, en utilisant la question 4 de l’exercice 32, p divise c.

2. D’après la formule du maire, k
`

p
k

˘

“ p
`

p´1
k´1

˘

. On sait que p divise k
`

p
k

˘

. Ainsi, d’après la question précédente,
p divise k ou p divise

`

p
k

˘

. Or k P rr 1 ; p ´ 1 ss donc p ne peut pas diviser k. Ainsi, p divise
`

p
k

˘

.
3. D’après la formule du binôme de Newton :

pa ` bqp ´ ap ´ bp “

p
ÿ

k“0

ˆ

p

k

˙

akbp´k ´ ap ´ bp “

p´1
ÿ

k“1

ˆ

p

k

˙

akbp´k

Or, d’après la question précédente, pour tout k P rr 1 ; p ´ 1 ss, p divise
`

p
k

˘

donc p divise
`

p
k

˘

akbp´k, par
somme, p divise pa ` bqp ´ ap ´ bp.

Correction de l’exercice 34. 1. Posons l’hypothèse de récurrence Pprq : «pour tout pa1, a2, . . . , arq P

pN˚qr si p divise
r

ś

i“1
ai alors il existe i P rr 1 ; r ss tel que p divise ai». Pour r “ 1, si p divise

r
ś

i“1
ai “ a1, alors

p divise a1. Ainsi, Pp1q est vraie. Soit r P N˚. Supposons Pprq vraie. Soit pa1, a2, . . . , ar`1q P pN˚qr`1.

Supposons que p divise
r`1
ś

i“1
ai “

ˆ

r
ś

i“1
ai

˙

ˆ ai`1. D’après la première question de l’exercice 33, comme p

est premier, soit p divise
r

ś

i“1
ai soit p divise ai`1. Dans le premier cas, en utilisant Pprq, il existe i P rr 1 ; r ss

tel que p divise ai. Dans tous les cas p divise l’un des ai. Dès lors Ppr ` 1q est vraie.
2. p1 divise n “ q1 ˆ q1 ˆ . . . q1 ˆ q2 ˆ q2 ˆ . . . qs ˆ qs. D’après la question 1, p1 divise l’un des termes, ainsi

il existe j0 P rr 1 ; s ss tel que p1 divise qj0 . Or, qj0 est premier Donc p1 “ 1 ou p1 “ qj0 . Or, p1 ą 1 donc
p1 “ qj0 . En simplifiant par p1 “ qj , on obtient :

n

p1
“ pα1´1

1

r
ź

i“2
pi

αi “ q
βj0 ´1
j0

s
ź

j“1
j‰j0

qj
βj
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Ainsi, n

p1
admet deux décomposition ce qui contredit le fait que ce soit n qui ait deux décompositions. La

décomposition d’un nombre en facteurs de nombres premiers et donc unique.

Correction de l’exercice 35.

Correction de l’exercice 36.

Correction de l’exercice 37.
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